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Glava 0 
Uvod i istorijski osvrt 
Jednoznaena faktorizacija u prstenu 7L je opStepoznata osobina koju eesto i 
nesvesno koristimo pri radu sa celim brojevima. Jos je Euklid znao da se svaki 
ceo broj na jedinstven naein predstavlja u obliku up? 1 p,a2 , gde su pi 
 medjusobno razlieiti prosti brojevi i u = 1 ill u = —1. Ovo svojstvo rad sa 
celim brojevima eini udobnim i lakim. Dodajuei prstenu celih brojeva reknje 
jednaeine x 2 + 1 = 0, Gauss je 1828. pokazao da ista osobina vazii u prstenu 
Z[i]. Jednoznaena faktorizacija eini lakim raeun u ovom prstenu kao i u prstenu 
Z. Prirodno se dalje nametnulo pitanje da li ee isto valiti i prstenu Z[(], gde je 
( koren nekog polinoma iz Z[x] . Ovo pitanje blisko je povezano sa rekvanjem 
Fermaove poslednje teoreme, naime neke njene specijalne slueajeve Kummer je 
reSio podrazumevajuei jednoznaenu faktorizaciju u prstenu Z[co], gde je w koren 
iz jedinice. Kljuena stvar u dokazu je da se jednatina x" + = .zn, mole, u 
torn slueaju, faktorisanjem leve strane, napisati u obliku: 
(x + y)(x + 	 (x + con -1 y) = zn , 
pa se poredjenjem ovih faktorizacija mole, relativno lako, dobiti leljeni rezul-
tat. Problem sa ovim dokazom je medjutim u tome Sto Z[w] ne mora imati 
jednoznaenu faktorizaciju, npr. za  n = 23. Jednoznaena faktorizacija eleme-
nata u proizvod ireducibilnih nije moguaa ni u mnogim drugim prstenima ovog 
oblika, npr. u Z[VT.0] , Z[1.7]. Traieei neku vrstu generalizacije jednoznaene 
faktorizacije koja ee valiti u ovim prstenima Kummer uvodi pojam "idealnih 
brojeva". Relavajuai isti problem, Dedekind dolazi na ideju da umesto elementa 
a prstena R posmatra sve njegove umnoSke (a) = {ar I r E R} i uvodi 1871. 
pojam ideala. Savremena algebra ne mole se zamisliti bez ovog pojma, pa se 
mole reel da je poeetak moderne algebre povezan upravo sa relavanjem prob-
lema faktorijalnosti. Dedekind je dokazao da se da se u ovim prstenima svaki 
ideal mole jednoznaeno razloiiti u proizvod prostih ideala i nako uslove pod 
kojima ee dati prsten R imati ovu osobinu. U njegovu East domeni u kojima se 
svaki ideal jednoznaeno razlale u proizvod prostih ideala, zovu se Dedekindovi 
domeni. Dalje je razvoj algebarske geometrije uslovio rad sa prstenima poll-
noma k[x2, x2, , xn], gde je k algebarski zatvoreno polje. Kako ovi prsteni 
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nisu Dedekindovi za 71 > 1, za ideale ne vale prethodna tvrdjenja. Tra2eei neku 
drugu vrstu razlaganja neophodno je proizvode zameniti presecima ideala. Ovo 
vodi u drugi tip generalizacije jednoznaene faktorizacije tzv. priraarnu dekorn-
poziciju ideala. Lasker je 1905. pokazao da je svaki ideal prstena polinoma sa 
vise neodredjenih presek konatno mnogo primarnih ideala. Ova dekompozicija 
nije medjutim jednoznatna. Emmy Noether je 1920. uvela uslove kidanja lanaca 
i na taj naein objedinila Laskerove i Dedekindove rezultate. Pri tome je Neterin 
domen faktorijalan akko su njegovi minithalni prosti ideali glavni. 
Iako sukinski razlieita, jednoznaena faktorizacija elemenata u faktorijalnim 
domenima i ideala u Dedekindovim domenima ima dosta zajedniekih osobina. 
Dalja uopkenja ovih osobina vode ka va2noj klasi Kralovih domena koja sadr2i 
obe ove klase. Ovi domeni euvaju neke od bitnih osobina faktorijalnih domena, 
dok se provera faktorijalnosti Krulovog domena A svodi se na raeunanje nje-
gove grupe divizor klasa C1(A). Pri tome je Krulov domen A faktorijalan akko je 
Cl (A) = 0. Osim grupe divizor klasa, koja se mole pridruiiti svakom Krulovom 
domenu, proizvoljnom domenu A mole se takodje pridruZiti jedna grupa pomodu 
koje se mogu dobiti neke informacije vezane za faktorizaciju elemenata; to je 
tzv. grupa valuacija, u oznaci G(A). Pri tome je domen A faktorijalan akko 
je G(A) slobodna Abelova grupa. Ovo predstavlja potpuno drugaeiji pristup 
pitanju jednoznaene faktorizacije; umesto klasienih provera da li svaki element 
ima atomieno razlaganje i da li je ono jedinstveno, mote se prosto odrediti grupa 
G(A), odnosno C1(A), ako je A Krulov. Na taj naein pitanje jednoznaene fak-
torizacije u prstenu svodi se na tehnike raeunanja ovih grupa. Sama provera 
faktorijalnosti nekog domena, kao i odredjivanje ovih grupa, eesto je netrivijalno 
pitanje, pa je osim ovih, poieljno imati i druge kriterijume za proveru faktori-
jalnosti, kakvi su npr. Nagatina i teorema Kaplanskog. 
Jednoznaena faktorizacija ima i svoju vezu sa algebarskom geometrijom. 
Koordinatni prsten neke mnogostrukosti V dimenzije it bite faktorijalan akko 
je svaka podmnogostrukost dimenzije it — 1 generisana glavnim idealom. S 
druge strane, ako posmatramo fiksiranu tatku x E V, onda funkcije definisane 
u x formiraju lokalan prsten o,. Pitanja faktorijalnosti ovih prstena obieno se 
reeavaju homoloAkim metodama. Ako je x prosta tatka mnogostrukosti, onda 
je o x regularan lokalan prsten, koji mora biti faktorijalan. 
Iz svega reeenog mole se videti da je jednoznaena faktorizacija bitno svo-
jstvo prstena. Cilj ovog rada sastoji se u preciznom opisu faktorijalnih prstena 
i njihovih veza sa drugim znaeajnim klasama prstena, kao i u opisu kriterijuma 
za proveru faktorijalnosti i nekim uopa'tenjima pojma jednoznaene faktorizacije. 
Rad je neposredno inspirisan programom seminara za Algebru Matamatiekog 
fakulteta u Beogradu. Pojedini delovi u tekstu, a posebno glava 5, oslanjaju se 
na teme obradjene na seminaru. 
Glava 1 sadrii potetne definicije jednoznaene faktorizacije u prstenu kao 
i veze faktorijalnih domena sa klasienim domenima: Euklidovim, Gausovim, 
Bezuovim i glavnim domenima. U Glavi 2 posmatra se pona§anje faktorizacije 
u rakrenjima prstena. Posebno se razmatraju tipiena raSirenja kao gto su cela 
rakrenja, polinomi, formalni redovi, lokalizacija i uslovi pod kojima se jed-
noznaena faktorizacija prenosi sa prstena na njegovo rthrenje. Glava 3 sadr2i 
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neke delove teorije uredjenih Abelovih grupa i valuacionih domena, potrebnih za 
opis grupe valuacija. Istiee se nova karakterizacija faktorijalnosti u zavisnosti 
od ove grupe i opisuju se karakteristike valuacija u faktorijalnim domenima. 
Glava 4 posveeena je faktorizaciji u Neterinim domenima. Dat je kriterijum 
faktorijalnosti, kao i izvesna uopetenja: primarna dekompozicija i jednoznaena 
faktorizacija ideala. Glava 5 predstavlja sintezu prethodnih glava. Uvodi se 
pojam divizorskih ideala i Krulovih domena. Dat je pregled osnovnih osobina 
Krulovih domena, konstrukcija njegove grupe divizor klasa Cl (A) i nova defini-
cija faktorijalnog domena bazirana na ovoj grupi. Glava 6 vezana je za neke 
homoloeke metode pri proven faktorijalnosti. Data je veza CM, regularnih i 
regularnih lokalnih prstena sa faktorijalnim domenima uz naglasak na prime-
nama u algebarskoj geometriji i prstenima formalnih redova. U Glavi 7, koja 
se bazira na [8], posmatra se nekomutativan slueaj i potpuno je nezavisna od 
prethodnih glava. Razmatra se problem definisanja nekomutativnog faktori-
jalnog domena koji bi naravno trebalo da sadrei komutativan slueaj, i daje se 
kratak prilcaz osnovnih rezultata iz ove oblasti. 
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G lava 1 
Faktorizacija u klasionim 
domenima 
1.1 Osnovni pojmovi i oznake 
Ako se ne naglasi drugaeije domen A We komutativan prsten sa jedinicombez 
delitelja nule. Invertibilne elemente domena A oznaeavaeemo sa A*. 
Definicija 1.1.1. Elementi a, b domena A su asocirani ako au E A* tako da je 
a = ub. 
Definicija 1.1.2. Ideal P domena A je prost ako: 
P$A i abEP(aEPVbEP) 
Ekvivalentno je reei da je faktorprsten A/ P domen. 
Kako je u domenu nula ideal uvek prost, proste ideate razlieite od nule zvaaemo 
pravim prostim idealima. 
Definicija 1.1.3. Ideal M domena A je maksimalan ako je 
M5A i MC/CA=.(/=MV/= A) 
Ekvivalentno je reei da je faktorprsten A/M polje. 
Definicija 1.1.4. Za element p # 0 domena A kaierno da je atom iii da je 
ireducibilan ako: 
p A* i p ab a E A . V b E A*. 
Definicija 1.1.5. Za element p # 0 domena A kaiemo da je prost ako: 
pc1A* i plabplaV 
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Ekvivalentna karakterizacija mole se dati pomoeu ideala: 
Element p E A je prost akko je glavni ideal (p) pravi prost ideal. 
Element p E A je atom akko je (p) maksimalan medju svim pravim glavnim 
idealima u A. 
Tvrdjenje 1.1.6. Prost element u domenu je ireducibilan. 
Dokaz. Neka je p E A prost tj. ideal (p) je pravi prost ideal. Neka je 
(p) C (q) C A. Tada je p = qr, za flak° r E A, pa p I q ili p I r. Ako 
p I r onda je r = ps za neko s E A, pa je p = qps, tj. qs = 1, odakle je q E A*. 
Odavde je (q) = A. Ako p I q onda je (q) C (p), odakle je (p) 	 (q). Dakle 
jedini glavni ideali u kojima je (p) sadnan su A = (1) i sam ideal (p). Ideal (p) 
maksimalan je medju glavnim idealima domena A, pa je p atom. q 
Veza prostih i ireducibilnih elemenata bitna je za faktorizaciju Obratna imp-
likacija u prethodnom tvrdjenju ne mora da vaZi ato se moie videti iz sledetih 
primera. 
Primer 1.1.7. 
A = Z [3-17] = fa + W-17 I a, b E Z} 
Za element a E A definiae se njegova norma N(a) = N(x + yil —17) = ,x 2 + 
17y 2 . Invertibilni elementi u A su oni sa normom ±1. Jedina celobrojna reaenja 
jednaeine x2 + 17y 2 = ±1 su x = ±1, y = 0 pa je A* = {1, —1}. Broj 2 je atom 
u A koji nije prost; U domenu A nema elemenata sa normom 2 jer jednaeina 
x2 + 17y 2  = 2 nema celobrojnih reaenja. Jedini delitelji elementa 2 su dakle 
asocirani s njim, jer: 
2 = 	 4 = N(a)N(3) 
Odavde je N(a) = ±1 ili 143) = ±1 pa je 2 asociran sa a ili sa Q  , odnosno 2 
je atom. Element 2 medjutim nije prost jer npr. 
2 1 18 = (1 + V-17)(1 — 
2 f (1 + N/177) , 2 f (1 — 
Poslednje vaii zbog toga 8"to su 1 + 	 , 1 — 1R177  ireducibilni ato se mole 
videti poredjenjem normi, naime, ako je 1+ 3-17 =cxfi onda je 18 = N(a)N(/3). 
Moguenosti su dakle (N(a), N(a)) = (+1, +18) , (N(a),N(/3)) = (±2, ±9) , 
(N(a), N(0)) = (±3, ±6) ill obrnuto ako a i Q  zamene mesta. Kako jednaeine 
x 2 + 17y 2 = 2 , x 2 + 17y2  = 3 nemaju re§enja u skupu celih brojeva pa mora biti 
N(a) = ±1 , odnosno 1 +11V.7 je atom. Analogno vidimo da je i 1 — 
atom. Primetimo da je broj 2 koji je prost u prstenu 7L prelaskom u 7L 
izgubio to svojstvo. Primetimo takodje da faktorizacija u ovom prstenu nije 
jednoznaena: (I+ V-17) (1-17) , 2.3.3 su dye razlieite atomieke faktorizacije 
broja 18. 
Primer 1.1.8. 
A = k[X , Y, Z , (XY — ZT) 
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Ovde je k proizvoljno polje i A = k[x, y, z, t], gde su sa x, y, z, t oznaeene 
odgovarajuee homomorfne slike: x = X + I, y =Y + I, z = Z + I, t =T + I, 
I = (XY — ZT). A je prsten generisan elementima x, y, z, t nad poljem k koji 
su povezani relacijom: 
xy = zt 
Element x ovog prstena je atom koji nije prost jer iz generiSuee relacije x I zt, 
x z, x t. • 
Primer 1.1.9. 
A = Z [2X,2X 2 ,2X 3 ,...] 
Na A moiemo gledati kao na potprsten prstena polinoma Z [X] u kome su 
koeficijenti uz X, X 2 , parni. Kako X A , elementi 2X , 2X 2 , su atomi 
ovog prstena. Nijedan od njih medjutim nije i prost, npr. 
2X I 4X 2 = 2 • 2X 2 ali 2X t 2 , 2X t 2X2 
2X 2 I 4X2 = 2X 2X ali 2X2 { 2X • 
Primer 1.1.10. 
A = Z + XQ [X] 
A je potprsten prstena polinoma Q [X] Eiji su elementi polinomi sa celim kon-
stantnim koeficijentima. Nasuprot prethodnim primerima ovde se ne mo2e svaki 
element faktorisati u proizvod atoma. Sama neodredjena X nije atom u ovom 
prstenu i ne mote se razIoZiti u proizvod atoma , npr: 
, X , X , X X=z•— 2 ‘•2•— 4 =z•3•— 6 = 
	
• 
Definicija 1.1.11. Domen A je atomienn ako je svaki nenulti, neinvertibilni 
element proizvod atoma. 
Definicija 1.1.12. Domen A je domen sa jednoznaenorn faktorizacijom ( fak-
torijalan, UFD ) ako zadovoljava sledeCe uslove: 
(Al) A je atomienn. 
(A2) Faktorizacija je jednoznacna u slededern smislu: Dye atomieke faktor-
izacije istog elementa a E A jednake su do na redosled atoma u faktorizaciji i 
do na ranoienje invertibilnim elementima. 
Na taj naein, ako je A UFD i a E A takav da je: 
a = PiP2• Pn = 9142 • qm 
gde su pi,qi atomi u A mora biti n = m i odgovarajaom prenumeracijom pi 
asociran je sa qi tj. pi = ui qi za neko ui E N. 
Tvrdjenje 1.1.13. Neka je domen A UFD . Element p E A je atom akko je 
prost. 
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Dokaz. Pretpostavimo da je p E A atom i neka ab E (p). Tada je ab = pc za neko 
c E A. S obzirom da je A UFD elementi a, b, c imaju atomieke faktorizacije, pa 
vali: 
al ... akth 	 bn, = pci 
gde su a i ,bi,ci ireducibilni. Iz jednoznaenosti gornje faktorizacije atom p mora 
biti asociran s nekim od atoma ai odnosno bi tj. p I a ili p I b. Ovo poslednje 
ekvivalentno je sa a E (p) iii b E (p). Ideal (p) odavde je prost pa je takav i 
element p. Ovim je tvrdjenje dolcazano jer prema tvrdjenju 1.1.6 obratno vaii 
u svakom domenu. q 
Iz prethodnog tvrdjenja vidimo da u faktorijalnim domenima ireducibilni ele-
menti koji ueestvuju u faktorizaciji imaju jaee svojstvo: oni su prosti. Takodje, 
primenom ovog tvrdjenja moiemo videti da nijedan od prstena iz prethodnih 
primera nije UFD; prva tri imaju atome koji nisu prosti, dok poslednji nije 
atomiean. U primenama ovog tvrdjenja ipak treba biti obazriv, npr. u prstenu 
A = Z [0]= {a + 60 I a, b E z} vali 2 • 11 = (5 + 0)(5 — 4) Zto navodi 
na pomisao da faktorizacija nije jednoznatna. Ipak, Z [0 ]jeste UFD. Ovo 
se naravno lako mole objasniti; prosti cell brojevi 2 i 11 u prstenu 7L [0 
nisu atomi, pa samim tim nisu ni prosti. Najpre, elementi a = 1 + 	 , 
= —1 + 	 su ovde ireducibilni jer iz pretpostavke a = uv sledila bi jed- 
nakost normi N(a) = N(u)N(v), odnosno —2 = N(u)N(v). Mora dakle biti 
N(v) = ±1 ill N(v) = ±1 pa su jedini delitelji broja a asocirani s njim, odnosno 
a je atom. Iz istih razloga Q je atom. Na sliean naein mole se polcazati da su i 
elementi -y = 1 + , 6 = —1+20 ireducibilni u ovom prstenu. Ovde je nar-
avno 5+f = ao , 5—f = 07. Jednakosti 2 = a/3, 11 = 76 pokazuju da 2 i 11 
nisu atomi. Dakle 2•11 , (5+0)(5— , (1+ 4(-1+0)(1+24(1-24 
su razheite "faktorizacije" broja 22 u ovom prstenu. Samo poslednja je medju-
tim atomieka tj. faktorizacija u smislu naZe definicije. 
Vratimo se sada definiciji faktorijalnog domena, odnosno uslovima Al i A2. 
Ako u domenu A val. : Al svaki element mole se razIoliti u proizvod atoma. 
Takva faktorizacija ne mora obavezno biti i jedinstvena. Ako u Al zahtevamo 
vise, da se svaki element mole razloiiti u proizvod prostih elemenata, uslov A2 
postaje suvilan. S tim u vezi je i sledeee tvrdjenje. 
Tvrdjenje 1.1.14. Prosta faktorizacija elemenata domena uvek je jednoznaana. 
Dokaz. Neka je A domen i a E A element koji ima dve proste faktorizacije 
a = PIM • • Pm = 9242••• gm  
gde su pi ,qi prosti. Iz gornje jednakosti imamo da p1 I q1q2 	 Kako je 
prost, ovo znaei da pi 19i V • • • V pi I im.  Ne umanjujuei opZtost molemo 
pretpostaviti da p1 I  qi• Kako su Pi  i  91 prosti, pa dakle i atomi odavde je Pi 
asociran sa qi tj. 91 = up, za neko u E A. Na taj natin gornja faktorizacija 
mole se "skratiti" sa p i , pa dobijamo 
P2 •• Pn = 1292 
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Daije, indukcijom dobijamo da je n = rn i 	 je asociran sa qi tj. faktorizacija 
je jednoznaena u smislu A2. q 
Kombinujuoi prethodna tvrdjenja, vidimo da se uslovi Al i A2 mogu zameniti 
ekvivalentnim uslovom: 
(A3) Svaki ne-nula, neinvertibilan element domena ima prostu faktorizaciju. 
U skladu sa tim dajemo i novu definiciju faktorijalnog domena. 
Definicija 1.1.15. Damen A je UFD ako zadovoljava uslov (A3). 
Definicija 1.1.16. Neka je S C A. Za podskup S kagento da je multiplikativno 
zatvoren ako zadovoljava uslov: a, b E S 	 ab E S. Ako vaii obratna implikacija 
podskup S je multiplikativno zasiden. 
Lako se moie pokazati da je skup S svih elemenata domena A koji imaju 
prostu faktorizaciju multiplikativno zatvoren i zasieen. Multiplikativno zatvoreni 
skupovi znaeajni su, izmedju ostalog, i zbog konstrukcije prostih ideala; ako 
imamo multiplikativno zatvoren podskup 5, svaki ideal I ci A takav da je 
I n S = 0 moiemo primenom Zorn-ove lame rthriti do maksimalnog ideala 
J takvog da J D I, JnS = 0. Ideal J je prost. Na taj natin, uz pomoe multip-
likativno zatvorenog skupa S uvek moiemo konstruisati prost ideal disjunktan s 
njim. Ova einjenica koristi se pri dokazu sledeaeg veoma praktienog kritedjuma 
za proveru faktorijalnosti domena. 
Teorema 1.1.17 (Kaplansky). Za domen A slededi uslovi su ekvivalentni: 
(i) A je UFD. 
(ii) Svaki pravi prost ideal u A sadrii prost element. 
Dokaz. 
(ii) 	 Neka je A UFD i P ci A prost ideal, P # 0. Tada postoji 
p E P, p # 0, p V A. Kako je A faktorijalan p ima neku prostu faktor-
izaciju p = 131132 • • • pk. Kako je P prost, bar jedan od pi E P, i to je traieni 
prost element. 
(ii) r. (i) : Pretpostavimo sada da svaki pravi prost ideal u A sadni prost 
element. Neka je S skup svih elemenata domena A koji imaju prostu faktor-
izaciju, i a E A proizvoljan element, takav da je a # 0, a V A*. Dovoljno je 
pokazati da a E S, jer Ce u torn slueaju biti ispunjen uslov (A3), pa je A UFD. 
Pretpostavimo suprotno, da a V S. Tada je (a) n S = 0 jer u suprotnom bi 
postojao neki element c E (a) n S, pa je c = ab = n P1,2 ...pk E S. Skup S je 
medjutim multiplikativno zasioen, pa dobijamo da a E S, .gto je u kontradikciji 
sa pretpostavkom da a V S. Glavni ideal (a) moiemo sada raairiti do maksi-
malnog ideala P disjunktnog sa S. On je prost, pa prema pretpostaci sadrti 
prost element p. Medjutim p E S prema definiciji skupa S, pa opet dobijamo 
kontradikciju P n S 0 0. Dakle a E S, pa je A UFD. q 
Primer 1.1.18. 
A = Z [2X, 2X2 ,2X 3 ,...] 
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Ideal P = (2X,2X 2 ,2X 3 ,...) je prost u ovom prstenu jer je faktorprsten 
Z [2X,2X 2 ,2X3 , / (2X, 2X 2 , 2X 3 , ) Z 
domen. Ideal P ne sadr2i medjutim nijedan prost element (videli smo yec da su 
2X, 2X 2 . 2X 3 , atomi koji nisu prosti). Domen A prema prethodnoj teoremi 
nije UFD. 
Definicija 1.1.19. Prost ideal P je visine ili ranga n, u oznaci ht(P) = n, ako 
postoji lanac prostih ideala P = Po Pl • • • 2 i mama duiih lanaca. Proste 
ideale visine 1 zovemo rninimalnirn prostim idealima. Skup svih mimimalnih 
prostih ideala domena A oznaoavademo sa P(A). 
Teorema 1.1.20. Pravi prosti glavni ideali u faktorijalnorn domenu su mini-
rnalni. 
Dokaz. Neka je A UFD, P = (p) pravi prost ideal u A, tj. p je prost, dakle 
atom, i neka je Q C P, gde je Q pravi prost ideal. Tada prema teoremi 1.1.17, 
Q sadrZi prost element q, pa je (q) C (p), odnosno p I q. Odavde, s obzirom 
da su p i q atomi, oni moraju biti asocirani pa generiSu isti ideal (p) (q) tj. 
Q = P, pa je P minimalan. q 
Teorema 1.1.21. Neka je A domen sa jednoznaanom faktorizacijom. Mini-
rnalni prosti ideali su onda glavni. 
Dokaz. Neka je P c P(A). Postoji p E P, p # 0, p EI K. Kako je A UFD p 
ima prostu faktorizaciju p = Pi132 ...pk. Medjutim, to znaei da pip2 ...pk E P 
odakle, s obzirom da je P prost ideal, pi E PV • --V pk E P. Neka npr. pi E P. 
Tada imamo lanac prostih ideala P D (pi ) D (0). Medjutim ht(P) = 1, odakle 
mora biti P = (pi ) tj. P je glavni. q 
Primedba. Obrat ove teoreme vaii u Neterinim domenima. 
Primer 1.1.22. 
A = Z[X, V2X] 
Neka je P  = (X, 12-.—Y) ideal nekonstantnih elanova. P je prost jer je 
Z[X, V2X] /(X05,-X-) 	 Z domen. Neka je dalje Q C P pravi prost ideal 
sadr2an u P. Moguei su sledeei slueajevi: 
(i) X E Q , -123C 0 Q. Tada je i 2X = I2TCY2X E Q. S obzirom da je Q 
prost dobija se da 12.7C E Q -Sto je kontradikcija. 
(ii) -VD? EQ, X V Q. Tada je i \if.ICNCIC = 2X E Q. S obzirom da je 
Q prost i da X (1 Q dobija se da 2 E Q. Odavde je medjutim i 2 E P §to je 
kontradikcija sa pretpostavkom da je P ideal koji ne sadni konstantne elanove 
razlieite od nule. 
(iii) X V Q , 2X Q. Tada ni XVFX E Q pa Q mora sadr2ati konstantni 
elan q S obzirom da je Q C P jedina moguanost je q = O. Odavde je Q = 0 §to 
je u kontrdikciji sa pretpostavkom da je Q pravi prost ideal. 
Ostaje dakle jedino moguenost X E Q , VFX E Q i u tom slutaju je Q = P. 
Dakle P je minimalan prost ideal u A koji nije glavni. Prema prethodnoj teoremi 
A nije LTD. V 
11 
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1.2 Faktorizacija u klasienim domenima 
Definicija 1.2.1. Neka su a,b E A, a,b 	 O. Element d E A je najvedi 
zajedniaki delitelj elemenata a i b, u oznaci d = nzd [a, 6], ako vah: 
(i) 	 ,dIb 
	
cli I a . d' I b 	 di I d 
Definicija 1.2.2. Neka sit a, b E A. Element m E A je najmanji zajednicki 
sadrialac elemenata a i b, u oznaci rn = nzs [a, 	 ako 
(i) cdm ,b1m 
(ii) a I nit b I m' 	 in I mi 
Naravno, za par elemenata a, b G A, najveei zajednieki delitelj, odnosno na-
jmanji zajednieki sadr2alac ne moraju postojati, a ako postoje ne moraju biti 
jedinstveni. Oni su odredjeni jednoznaeno do na mno2enje invertibilnim fak-
torom. Za elemente a, b Ica2emo da su koprosti ako je nzd [a, b = 1. Primetimo 
ovde da iz definicije najmanjeg zajedniekog sadnaoca neposredno sledi: 
m = nzs [ a, b ] <=> (m) = (a) fl (b) 
Egzistencija najmanjeg zajedniekog sadrZaoca za par elemenata a, b E A ekvi-
valentna je dakle sa uslovom da je presek glavnih ideala (a) fl (b), glavniideal 
generisan upravo nzs-om tih elemenata. 
Tvrdjenje 1.2.3. Neka su a, b elementi domena A za koje postoji nzs [a, 
Tada postoji i nzd [ a,b]. 
Dokaz. Neka je rn = nzs [ a, 6] tj. (m) 	 (a)fl(b). Tada je (ab) C (a)fl (b) = (m), 
pa (ac e A) t.d. je ab = cm. Pokazaaemo da je c = nzd [a, b]. Kako rn E (a)fl(b) 
imamo da je m = adi = bd2 odakle je ab = cad1 = cbd2. Iz poslednjih jednakosti 
dobijamo b = cd i , a cd2 pa era, cl b. Neka sada zla, zl b. Tada je 
a = ze , b = zf odakle a I zef, b I zef pa je zef zajednieki sadrZalac za a i 
b. Kako je rn = nzs [a, b veil& m I zef, pa je cm = ab = zzef = zmg odakle 
c = zg, tj. z I c. q 
Primer 1.2.4. Neka je A = Z 	 U jednom od prethodnih primera videli 
smo da je 2 atom ovog prstena koji nije prost. Oznahmo sa a i Q  elemente ovog 
prstena a = 1+117 , Va2i 18 = afi E (2) dok a, (3 E/ (2). Kako 
su 2 , a atomi ovog prstena nzd [a, 2] = 1. S druge strane 18 = aS E (2) fl (a) 
medjutim 18 = as (I (2a) pa nzs [a, 2] ne postoji. V 
Iz prethodnog tvrdjenja i primera vidimo da egzistencija najmanjeg za-
jedniekog sadr2aoca elemenata a i b povlaei za sobom i egzistenciju najvdeg 
zajednitkog delitelja za isti taj par elemenata, kao i da obratno ne mora uvek 
da vazi. Medjutim, ako za svaki par elemenata a,b postoji nzd [ a, b] dolazi se do 
pravilnosti; onda svaki par elemenata ima i nzs. Domeni u kojima ovo vaii eine 
Airoku klasu kiasienih domena. Sledeaa, dva tvrdjenja odnose se na ove domene 
i biee posledica osobina grupe valuacija domena A pa ih ovde neeemo posebno 
dokazivati. 
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Tvrdjenje 1.2.5. U domenu A slededi uslovi su ekvivalentni: 
(1) (V x y E A) 2nzd [ x, y ]. 
(2) (Vx, y E A) anzs [ x, y 
(3) Presek dva glavna ideala domena A je glavni ideal. 	 q 
Definicija 1.2.6. Domen koji zadovoljava ekvivalentne uslove prethodnog tvrd-
jenja zovemo Gausovom (pseudo-Bezuovim, GCD) domenorn. 
Tvrdjenje 1.2.7. U GCD domenu 
(1) nzd [ab,ac] = a • nzd [6, c]. 
(2) nzd[a,b]= d 	 nzd[i,fi]= 1. 
(3) nzd [a, b] = nzd [ c] =- 1 = nzd [ a, bc] = 1. 
(4) nzd [ a, b] • nzs [ LI] = ab. 	 q 
Neka je sada A domen sa jednoznaenom faktorizacijom i a, b E A nenulti, 
neinvertibilni elementi. Tada oni imaju neke faktorizacije: 
a = fig', b = Hpf:' pa je nzd [a, b] = 	 , nzs [a, b] = 	 gde je 
ryi = minfcxj , 	 , 6, = max-Cet i , (ii}. Odavde oeigledno svaka dva elementa u 
faktorijalnom domenu imaju nzd i nzs pa je ovim dokazano sledeee tvrdjenje: 
Tvrdjenje 1.2.8. Svaki UFD je Gausov domen. q 
Tvrdjenje 1.2.9. U Gausovom domenu ireducibilan element je prost. 
Dokaz. Neka je A Gausov domen i p E A ireducibilan, takav da p I ab. Pret-
postavimo suprotno, da p { a, p b. Tada ee, s obzirom da je p atom, valiti: 
nzd [ a, p] = nzd [b,p] = 1. Odavde je medjutim nzd [p, ab] = 1. Kako p l ab 
dobijamo da p I 1 tj. p E A* , §to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je p 
atom. q 
Teorema 1.2.10. Za domen A sledeei uslovi su ekvivalentni: 
(1) A je UFD. 
(2) A je atorniean i za svaka dva elementa a, b E A postoji nzd [ a, b]. 
(3) A je atomioan i za svaka dva elementa a, b E A postoji nzs [a, b]. 
(4) A je atomiean i presek dva glavna ideala je glavni ideal. 
(5) A je atomican i svaki atom je prost. 
Dokaz. 
1 = 2: Tvrdjenje 1.2.8. 
2 a 3a. 4: Tvrdjenje 1.2.5. 
2 a. 5: Tvrdjenje 1.2.9. 
5 a. 1: Iz atomienosti svaki nenulti neinvertibilni element ima a E A ima fak-
torizaciju a= plpz • • • pk• Kako je svaki od atoma koji ueestvuju u faktorizaciji 
prost, ova faktorizacija je jednoznatna prema tvrdjenju 1.14. q 
Sada se molemo vratiti na poeetnu definiciju faktorijalnog domena i istaknute 
uslove (Al), (A2). Prethodna teorema daje nam, uz pretpostaku da 
atomienost, neke ekvivalentne uslove za (A2): 
(A2') Svaki atom je prost. 
(A2") Svaka dva elementa u A imaju nzd. 
13 
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(A2 1 ") Svaka dva elementa u A imaju nzs. 
(A2"") Presek svaka dva glavna ideala u A je glavni ideal. 
Pogledajmo sada .S. ta su dovoljni uslovi za (Al); neka postoji a E A, a A* koji 
nema atomienu dekompoziciju. Tada a nije atom jer u suprotnom bi a = a • 1 
bilo atomieko razlaganje. Dakle postoje elementi b, c E A , b, c A* takvi da je 
a = bc. Ako bi b i c imali atomieku dekompoziciju onda bi je imao i a. Moiemo 
dakle pretpostaviti da jedan od njih, npr. b nema atomieko razlaganje. Tako 
dobijamo: 
	
a = bc 	 b I a 	 (a) 	 (b) 
Vati stroga inkluzija (a) $ (b) jer c A*. Ovaj postupak sada se mine nastaviti 
jer b nema dekompoziciju. Na taj natin, svakom elementu a E A koji se ne moie 
rastaviti u proizvod atoma molemo pridruLti strogo rastuei lanac glavnih ideala: 
G: 	 (a) 	 (a j ) g (a2) 	 Dovoljan uslov za atomienost domena bite 
dakle uslov kidanja ovakvih lanaca. Skrateno temo taj uslov oznaeiti sa ACC] 
a njegov ekvivalent sa (ACC].)' 
(ACC].) Svaki strogo rastuei lanac glavnih ideala u A je konaean tj. za svaki lanac 
E: (a) G (ai) g (a2) 	 ... 	 (3n) t.d. je (an) = (an+1) = • • • 
(ACC].)' Svaka neprazna familija glavnih ideala u A ima maksimalan element u 
odnosu na inkluziju. 
Posledica 1.2.11. Domen A je faktorijalan akko je Causov domen u kome vazi 
uslov ACC'. q 
Na osnovu prethodnog vidimo da se mogu dati i druge, ekvivalentne definicije 
faktorijalnog domena. U nekim slutajevima ovi uslovi pokazuju se pogodnijim, 
npr. ako je .iz nekog razloga pogodnije raditi sa idealima molemo dati sledeou 
definiciju: 
Definicija 1.2.12. Domen A je UFD ako je svaki strogo rastuoi niz glavnih 
ideala IL A konaean i presek dva glavna ideala it A je glavni ideal. 
Tvrdjenje 1.2.13. Svaki glavni domen je UFD. 
Dokaz. Kako su svi ideali glavni, to je i presek glavnih ideala glavni ideal, pa je 
dovoljno pokazati da vati uslov ACCT. Neka je: (a) (a l ) (a2) C 	 strogo 
rastuti lanac glavnih ideala. Kako je u pitanju lanac, to je i U (a n ) = I ideal 
nEN 
i to glavni, npr. I = (a). Kako a E U (a n ) to je a E (a m ) za neko m E N. 
nEN 
Odavde je I = (a) C (a m ). Iz obratne inkluzije (a m ) C I = U (an ) dobijamo 
nEN 
da je I = (am ) pa (am E N) takvo da je (a m ) = (am+i) = 	 odnosno vaii 
uslov kidanja lanaca ACC]. q 
Primer 1.2.14. 
A= Z [X 2 , X 3 ] 
14 
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Domen A nije Gausov pa samim tim nije ni UFD. S obzirom da X 2 t X 3 jer 
X 10 A bide nzd [X 2 , X 3 ] = 1. S druge strane nzs [X 2 , X 3 ] ne postoji jer ako bi 
postojao, to bi morao biti element X 5 . Ovo nije moguee jer X 6 je zajednieki 
sadrZaoc ovih elemenata ( X 6 = x2x4, X 6 = X 3 X 3 ), a X 5 t X 6 . Drugim 
reeima presek glavnih ideala (X 2 ) n (X 3 ) nije glavni, pa A nije UFD. Primetimo 
da u ovom prstenu elementi X 5 ,X 6 nemaju nzd, pa samim tim ni nzs. Ovde 
su naime 1, X 2 , X 3 njihovi zajednieki delitelji. Nijedan od njih medjutim ne 
ispunjava uslov definicije najveaeg zajedniekog delitelja: X 3 nije nzd jer je X 2 
 zajednieki delitelj i X2 t X 3 ; X 2 nije nzd jer je X 3 zajednieki delitelj i X 3 { X 2 ; 
Najzad X 5 ,X 6 oeigledno nisu koprosti pa ni 1 nije nzd. V 
Primer 1.2.15. 
A = { ao + 3ai X + a2X 2 + + 	 I ai E Z, n E N} 
Na A molemo gledati kao na potprsten orstena polinoma Z[X], u kome su 
koeficijenti uz X deljivi sa 3. Slieno kao i u prethodnom primeru molemo 
posmatrati elemente a = 3X,b = 3X 2 . Ovde naravno 3X f 3X 2 , jer X (0 A. 
Samim tim je i nzd [ 3X, 3X 2 = 1, dok nzs i ovde ne postoji. Kako je 
9X 2 = 3X • 3X, 9X 2 = 3 • 3X 2 , 
jedini "kandidat" za nzs je 9X 2 . Medjutim, ako postoji, nzs [ a, b] bi svakako 
morao da deli proizvod ab Ito ovde nije slueaj jer 9X 2 9X3 . Presek glavnih 
ideala (3X) n (3X 2 ) nije glavni ideal, pa A nije UFD. 
Videli smo da u faktorijalnom domenu svaka dva elementa imaju nzd i kako 
se on mole odrediti ako znamo faktorizacije tih elemenata. Ove faktorizacije 
u nekim slueajevima medjutim nije lako odrediti. Za odredjene klase domena 
postoji jo5 jedan naein za raeunanje najvedeg zajedniekog delitelja, poznatiji 
kao Euklidov algoritam. 
Definicija 1.2.16. Dornen A je Euklidov ako postoji funkcija co : A\{O} —r Z+ 
sa osobinarna: 
ab 	 0 	 cp(ab)> cp(a) 	 (1.1) 
(Va, b E A, b 0)(3q, r E A) a = bq+ r cp(r) < cp(b) 	 (1.2) 
Funkciju cp iz prethodne definicije zovemo Euklidskim algoritmom. Euklidski 
algoritam ne morn postojati, a i ako postoji, ne mora biti odredjen jednoznaieno. 
Moiemo nth vise funkcija koje zadovoljavaju gornje uslove, npr. ako je 
Euklidski algoritam onda je to i funkcija cp + 1 pa se mole govoriti o familiji 
algoritama p i . Koristedi definiciju Euklidske funkcije W  mole se pokazati da 
je (p(0) = 0 kao i da je co(a) = 1 <4. a E K. Sama definicija Euklidovog 
domena zahteva dakle spoljnu funkciju to je stoga eesto nepogodna za korikenje. 
Unutragnja karakteristika ovih prstena je da u njima vali algoritam "deljenja sa 
ostatkom". Elemente q i r iz definicije funkcije cc  zovemo Euklidskim kolienikom 
i ostatkom. Euklidovi prsteni su npr. prsten celih brojeva 7L sa Euklidskom 
funkcijom cp(n) = Ink, prsten polinoma k[X] nad poljem k sa odgovarajudom 
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funkcijom yo(f) = 2 deg ( f ) , Ica() i takozvani Gausov prsten Z[ sa funkcijom 
co(a + bi) = a2 + 62 . U sva tri slueaja radi se o glavnoidealskim domenima. Vaii 
slede6e tvrdjenje. 
Tvrdjenje 1.2.17. Euklidov domen je glavni (pa sarnirn tirn i UFD). 
Dokaz. Neka je A Euklidov domen i I < A proizvoljan ideal. Moiemo pret-
postaviti da postoji a E I, a 0 jer je u suprotnom I = (0) oeigledno glavni 
ideal. Skup {cp(a) 	 a E I, a 0} je dakle neprazan podskup skupa prirodnih 
brojeva N pa kao takav ima najmanji element npr. co(b) = rn. Neka je a E I. 
Iz algoritma deljenja, postoje elementi q i r takvi da je a = bq + r i cp(r) < Tn. 
Kako je i r E I, mora biti r = 0 tj. a = bq. Odavde je I C (b). Obratna 
inkluzija b C (I) je oeigledna jer b E I pa je dakle I = (b) glavni ideal. q 
Iz prethodnog tvrdjenja vidimo da se neprijatno pitanje egzistencije Euklidove 
funkcije ep za dati domen A, moie znaeajno redukovati, jer je dovoljno posma-
trati samo glavne domene. Npr. u prsten polinoma Z[Xl ne mo2e se uvesti 
Euklidova funkcija. Naime, Z[X] nije glavni domen, pa nije ni Euklidov; u 
njemu ne va2i algoritam deljenja sa ostatkom. Neka je sada A Euklidov domen, 
ep odgovarajuea funkcija i a, b E A, b # O. Tada se prema (1.2) moie generisati 
sistem jednaeina: 
	
ri_2 = 
	
ri , co(ri) < co(ri_2) , i = 1, 2 ... 	 "(1.3) 
= a , ra = b , 91 = q , r i = r 
Ovaj proces prekida se kada je rk +1 = 0 i mo2e se pokazati da je tada rk upravo 
nzd [ a, b] i viSe, da je on njihova linearna kombinacija. Ovo se moie formulisati 
u obliku sledeeeg tvrdjenja: 
Tvrdjenje 1.2.18. U Evklidovorn domenu za svaka dva elementa a, b E A 
postoji nzd [ a, 	 i vazi 
nzd [a, b] = as + fib 	 za neke a ,fi EA 	 (1.4) 
Naravno moie se dati i direktan dokaz da je Euklidov prsten faktorijalan, ne 
koristeei tvrdjenje 1.2.17. 
Tvrdjenje 1.2.19. Euklidov domen je UFD. 
Dokaz. Proverimo najpre atomienost. Neka su (a), (b) glavni ideali Euklidovog 
domena A takvi da je (a) C (b). Tada je a = be ,c A* odakle je 99(a) = 
co(bc) > (p(b). Drugim retima vaii: (a) C (b) y(a) > co(b). Odavde se 
svakom strogo rastueem lancu glavnih ideala: 
(al) 	 (a2) Cz (a3) C • • • 
mo2e pridru2iti lanac prirodnih brojeva: 
	
,C2 	
€P (at ) > (a2) > to (az) > • 
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Kako je lanac £2 konaean, to je i f t konaean pa vali uslov ACC], tj. A je 
atomiean. Doicalimo sada da vaii i uslov A2, tj. neki od njegovih ekvivalenata 
npr. A2'. Neka je p E A ireducibilan. Dovoljno je pokazati da je p prost. Zato 
pretpostavimo da p ab i da p t a. Osim toga ni a t p, jer je p atom, pa je 
nzd [a, p] = 1. To znaei da postoje elementi A, p E A takvi da je: 
aA + pp = 1 
Ako poslednju jednakost pomnolimo sa b dobijamo abA + pbp = b. Kako je 
ps = ab, jer p ab, dobijamo b = p(sA + bp) pa p b, odakle je p prost. 	 q 
Prsten algebarskih celih. 
Neka je d E Z bezkvadratan, tj. oblika d= ±pips ... ph, gde sup 0 pl prosti 
brojevi. Posmatramo kvadratno raSirenje Q[4] = { u + tvld u , v E Q} polja 
racionalnih brojeva Q. Element a E Q[v2] je ceo nad Z ako je koren nekog 
monienog polinoma iz Z[X]. Ako su a, fi celi moie se pokazati da su i a+(3 , aQ 
celi, pa svi cell elementi obrazuju jedan prsten koji demo oznaeiti sa 
Q(d) = {It + via I u + v1/7/ ceo nad 76} 
i zvaeemo ga prstenom algebarskih celih. U vezi sa ovim prstenima mole se 
postaviti niz zanimljivih pitanja kojima se bavi algebarska teorija brojeva, npr: 
Kakvog su oblika ireducibilni i prosti elementi ovih prstena i u kakvoj su vezi 
sa prostim brojevima iz Z ? Sta su inverzibilni elementi u ovim prstenima? Za 
koje d je Q(d) glavni ? Da li u njima val1 Euklidov algoritam ? Sta se mole reel 
o faktorizaciji u njima? Mole se lako pokazati da je: 
Q(d) = Z[Vti]= fa + 	 I a, b E Z} ako je d E 2 (mod 4) , d 3 (mod 4) 
1+Vd _ fa +  b /— Q(d) Z 
2 	 1 2 2 V d a,b E Z iste parnosti S ako je d = 1 (mod 4) 
Za element a = u + vV7i E A, gde je A = Q(d), definik se ceo broj, njegova 
norma, N (a) = u 2 — dv2 . Za ovako definisanu normu Ara& 
N(a/3) = N(a)N(3) 
a E Q(d) * <=> N(a) = ±1 
Mole se pokazati da prsteni algebarskih celih u slueaju d < 0 imaju konaeno 
mnogo inverzibilnih elemenata i da su oni zadati nulama polinoma x 2 —1, x 4 —1, 
x 6 —1, dok u slueaju d > 0 prsteni Q(d) sadrk beskonaeno mnogo inverzibilnih 
elemenata. Ovo se mole dobiti kao specijalan slueaj poznate Dirihleove teoreme 
o jedinicama. U prstenu algebarskih celih molemo definisati norma-funkciju sa: 
49 (a) = IN(a)I lb sa N(a) = IA/aAI , a # 0 
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1\flogu se postaviti slededa pitanja: 
Za koje d je Q(d) Euklidov odnosno kada je norma-funkcija Euklidski algoritam? 
Za koje d ee prsten Q(d) biti UFD? 
Oba pitanja imaju veoma dugu istoriju u algebarskoj teoriji brojeva. Prvo 
pitanje u potpunosti je raSeno (Chatland, Davenport 1950). Oni su dokazali da 
medju prstenima Q(d) ima svega 21 Euklidovih. 
Teorema 1.2.20. Q(d) je Euklidov akko 
d E {-11, —7,-3,-2, —1,2,3,5,6, 7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57, 73} 
Drugo pitanje reeno je samo delimitno, za d < 0. Dokazano je naime, (Baker, 
Stark 1966), da za d < 0 ima taeno 9 UFD prstena. Preciznije, vaZi sledeea 
teorema: 
Teorema 1.2.21. Za d < 0 prsten Q(d) je UFD akko 
d E {-1, —2, —3, —7, —11, —19, —43, —67, —163} 
U dokazu, koji nije algebarskog karaktera, koristi se teorija eliptiekih modu-
larnih krivih i transcendentna teorija. Za d > 0 problem nije u potpunosti 
ragen. Mada se za manje vrednosti, npr. za  d < 100 znaju svi UFD-ovi ne zna 
se da lije njihov broj konatan. Istaknimo ovu nedokazanu hipotezu: 
(H) Za d > 0 beskonaeno mnogo prstena (2(d) ima jednoznaenu faktorizaciju. 
Takodje se ne zna da lije broj glavnih prstena Q(d) konaean iii ne. Kasnije 
demo medjutim videti da su ova dva pitanja za prsten algebarskih celih ek-
vivalentna tj. da je Q(d) glavni akko je UFD. Ovde se mogu dati i primeri 
glavnih prstena algebarskih celih koji nisu Euklidovi. Takvi su npr. prsteni 
Q(-19) = Z [(1 + •\/19)/2] i Q(-43) = Z [(1+f:713)/2]. 
Videli smo da u Euklidovom domenu A za proizvoljna dva elementa a, b 
postoji najvedi zajednieki delitelj d i da je on njihova linearna kombinacija, 
d = as + fib za neke a, Q E A. Ovo zapravo znaei da je zbir glavnih ideala (a) i 
(b), glavni ideal (a) + (b) = (d). Indukcijom je onda i (al) + (a2) + • • + (a n ) 
glavni ideal. Slededi uslovi su dakle ekvivalentni: 
(i) (Va, b E A) (3d C A) d = nzd f a, 61 i d = as + fib za neke a, Q E A 
(ii) (a, b) = (d) 	 (zbir glavnih ideala u A je glavni ideal) 
.....a) 
 • • • , an) = (d) 	 (svaki konaeno generisan ideal u A je glavni) 
Definicija 1.2.22. Domen A je Bezuov ako zadovoljava jedan, a time i svaki 
od uslova (i), (ii), (iii). 
U Bezuovim domenima svaka dva elementa imaju nzd , pa prema prethod-
nom i nzs tj. u ovim domenima je presek i zbir glavnih ideala glavni ideal. 
Posebno ovo znaei da je u Bezuovim domenima ispunjen uslov A2 tj. u njima 
je su svi atomi prosti. Da bi Bezuov domen bio UFD dovoljno je dakle da bude 
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atomiean. Neposredno iz definicije Bezuovog domena sledi da je svaki glavni 
domen i Bezuov, kao i da je svaki Bezuov domen i Gausov. Da obratno ne mora 
da va2i moie se videti iz sledeeih primera. 
Primer 1.2.23. Neka je A = Z[X]. A je UFD pa je stoga i Gausov domen. 
On rnedjutirn nije i Bezuov. Npr. ideal (2,X) nije glavni pa ne vaii uslov (ii). 
Primer 1.2.24. Neka je 
A = Z + XQ [X] 
prsten iz primera 1.1.10. A je Bezuov domen koji nije glavni. 
Neka su f , g E A. A je potprsten Euklidovog prstena Q [X] pa za polinome f , g 
postoji d = nzd [f, g] , d E Q [X] i 
d = of + rg 	 (1.5) 
za neke polinome q,r E Q [X]. Kako je najveai zajednieki delitelj odredjen do 
na asociranost vaii: 
nzd [ f,g]={sdIsEQ, 800} 
	 (1.6) 
pa mo2emo smatrati da su polinorni d,q,r u (1.5) iz potprstena A. Dakle (1.5) 
je Bezuova relacija u A. Uoeimo sada strogo rastuai lanac glavnih ideala ] 
r (X) r (X) r (X) r 
2 	 4 	 8 } 
Ovaj lanac se ne prekida, pa nije ispunjen uslov kidanja lanaca koji mora da vazi 
u glavnim domenima. A dakle nije glavni domen jer ideal (X/2, X/2 2 , X/23 , ... ) 
nije glavni. v 
Iz prethodnog primera moiemo videti da se Bezuovi i glavni domeni razlikuju u 
uslovima konaenosti. Preciznu formulaciju, kao i vezu Bezuovih i faktorijalnih 
domena, daje nam sledeea teorema. • 
Teorema 1.2.25. Za domen A sledeoi uslovi su ekvivalentni: 
(1) A je glavni. 
(2) A je Bezuov i atomiean. 
(3) A je Bezuov i UFD. 
Dokaz. 
(1)(2): Neka je A glavni domen. Tada va2i uslov ACC,. pa je A atomiean. Svi 
ideali u A su glavni pa je i svaki konaeno generisan glavni. A je dakle i Bezuov. 
(2)#.(3): Ako je A Bezuov i atomiean uslovi (Al) i (A2) oeigledno vale pa je 
A i UFD. 
(3)=.(1): Neka je I c A , I 	 O. Tada postoji a E /, a $ 0 i glavni ideal 
(a) C I. A je UFD pa a ima faktorizaciju a = PiP2 • ..pk du2ine k. Molemo 
pretpostaviti da smo odabrali a E I sa najmanjom du2inom faktorizacije. Pret-
postavimo dalje da je (a) I. Tada postoji b E I\ (a), pa je (a) (a, b). Kako 
je A Bezuov (a, b) je glavni ideal pa vaei: 
(a) C (a, b) = (d) , d = ax + by E I 
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Iz (a) 	 (d) dobijamo da dr a, dA ua , u E A. Odavde je duZina faktor- 
izacije elementa d E I manja od ksto je kontradikcija sa izborom elementa a. 
Dakle I = (a). Proizvoljan ideal / a A je glavni pa je i A glavni domen. 
	 q 
Na osnovu prethodnih tvrdjenja i primera vidimo da medju klasienim domenima 
vale siedeai odnosi: 
Euklidovi = Glavnoidealski Bezuovi Gausovi 
Euklidovi = Glavnoidealski Faktorijalni 
kao i da vati: 	 Faktorijalni fl Bezuovi = Glavnoidealski 
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Glava 2 
Faktorizacija u rasirenjima 
prstena 
2.1 RaSirenja prstena 
Neka je A potprsten prstena B koji eemo joS zvati i rairenjern prstena A. 
Zanimaju nas zajednieke osobine ovih prstena tj. da li neka ucieena osobina 
prstena A, u ovom slueaju faktorijalnost, vaZi i u B i obratno. Pogledajmo neke 
od prethodnih primera. 
Primer 2.1.1. A = Z [2X,2X 2 ,2X 3 ,...] , B = Z[X]. A nije, dok B jeste UFD. 
Primer 2.1.2. A = Z , B = Z 	 ]. A je UFD. B nije UFD. 
Primer 2.1.3. A=Z,B=Z[i]. A je UFD. B je UFD. 
Vee iz ovih primera vidimo da se osobina koja nas ovde zanima - jednoznaena 
faktorizacija, dosta lose pona§a u raSirenjima. Potprsten UFD-a ne mora biti 
UFD, takodje ni ragirenje UFD-a ne mora biti UFD. Ipak, u nekim rairenjima, 
faktorijalnost se euva. Cilj de nam biti da opiSemo to ragirenja. Od posebnog 
interesa Nee veza medju prostim idealima ovih prstena. Aka je P a B prost 
ideal u B, onda je PnA = P prost ideal u A koji zovemo i kontrakcijom ideala 
P. Ako je P prost ideal u A onda ideal PB a B zovemo i ekstenzijom ideala 
P. Za razliku od kontrakcije, ekstenzija prostog ideala ne mora biti prost ideal. 
Postavlja se pitanje kada je svaki prost ideal u A kontrakcija prostog ideala iz 
B, odnosno kada je svaki prost ideal u B ekstenzija prostog ideala iz A. Odgovor 
na ovo pitanje zavisi naravno od vrste raSirenja. Univerzalne osobine koje su 
od interesa u svakom ra:Sirenju su: LO (lying-over, natkrivanje), GU (going-up, 
rast), GD (going-down, opadanje) i INC (incomparability, neuporedivost). 
Definicija 2.1.4. Neka je B ragirenje prstena A. Oznaeimo sa P i Q proste 
ideate u A i sa P i Q proste ideate u B. Par (A,B) zadovoljava redom LO, GU, 
GD, INC ako je ispunjeno: 
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(LO) V P 3 P tako da je P n A= P. 
(GU) VPVQVP(PCQ,PnA=P)(3Q)takodaPCQ,QnA=Q. 
(GD) VP VQ VQ (PCQ, QnA= Q)(3P) tako da PCQ, PnA= P. 
(INC) VP VQ PnA=QnA P=Q. 
U vezi sa ovim osobinama vale sledeea tvrdjenja [17]: 
Tvrdjenje 2.1.5. 
(1) Ako za par (A,B) vaii GU onda vati i LO. 
(2) Ako za par (A,B) vali INC i ako je PnA=P onda je ht(P) < ht(P). 
(3) Neka za par (A,B) vaZ1 GU i neka je P < A , ht(P) = n. Tada postoji 
PaB , PnA = P i ht(P) > n. Ako uz to vali i INC onda je ht(P) = n. 
(4) Ako za par (A,B) vali GU i INC onda je dim(A) = dim(B). q 
Tipiena raSirenja prstena A sa kojima radimo su: lokalizacija As, cela raSirenja 
A', prsten polinoma A[X] i prsten formalnih redova A[[X]]. Za ova raSirenja 
Par (A, As) zadovoljava GD, INC. 	 Par (A, A') zadovoljava GU, LO, INC. 
Par (A, A[X]) zadovoljava GD, LO . 	 Par (A, A[[X]]) zadovoljava GD, LO . 
2.2 Lokalizacija i faktorizacija 
Neka je A prsten, S C A multiplikativno zatvoren podskup, 0 (4 S. Na A x S 
definikmo relaciju ekvivalencije: 
(a, s) 	 (b,t) ,a (3 u E S) u(at bs) = 0 	 (2.1) 
Specijalno, ako je A domen relacija (2.1) svodi se na: 
(a, s) 	 (b,t) a (at — bs) = 0 	 (2.2) 
Klasu ekvivalencije elementa (a, s) oznaeavaeemo formalnim razlomkom al s. 
Na skupu svih klasa ekvivalencije, u oznaci As ili S -1 A, definikmo sabiranje i 
mnoknje klasa sa: 
a b ab 
s t 	 st 
a 
+
b at + bs 
 = 	  
s 	 t 	 st 
Sa ovako definisanim operacijama (As, +, .) je prsten, koji zovemo lokalizacijorn 
prstena A. Na taj naein pomoeu prstena A i njegovog multiplikativno zatvorenog 
skupa S dobija se novi prsten u kome svi elementi iz S postaju inverzibilni. Pri 
tome postoji i kanonski homomorfizam cps : A —> As definisan sa cos(x) = x/1. 
Njegovo jezgro Kenps ={xEAI sx = 0 , za neko s E S } je trivijalno akko 
S ne sadrii delitelje nule prstena A i u tom slueaju cos je utapanje. Naravno, 
ovo vazi uvek ako je A domen, pa je lokalizacija As raMrenje domena A. Par 
(A, As) u tom slueaju zadovoljava GD i INC ali ne i LO pa samim tim ni GU. 
U opftem slueaju je dim(As) < dim(A). 
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Neka je sada A domen. Tada je njegov podskup S = A N {0} multiplikativno 
zatvoren. Ako lokalizujemo po ovom skupu S svi ne-nula elementi domena A 
postaju inverzibilni, pa je 
As = {-a a,sE A, s 
jedno polje. Ovako dobijeno polje je polje razlomaka ili kolienieko polje domena 
A, u oznaci k = Frac(A). Primetimo da je ovde S najgiri podskup po kome 
se mote lokalizovati. Suiavanjem skupa S odgovarajute lokalizacije S -1 A bite 
potprsteni kolieniekog polja k pa na lokalizacije domena mo2emo gledati kao na 
potprstene njegovog polja razlomaka. Veza medju idealima u A i As potpuno 
je odredjena sledetom teoremom. 
Teorema 2.2.1 (teorema o korespodenciji). Neka je A domen, S C A 
multiplikativno zatvoren podskup i As odgovarajuta lokalizacija prstena A. 
(i) Svi ideali u As su ekstenzije ideala iz A tj. oblika IAs za neki ideal I a A. 
	
Preciznije, J = (J n A)As za svaki ideal J a As i preslikavanje J 	 J n A je 
rastu6a injekcija uredjenog skupa svih ideala u As u uredjen skup svih ideala 
A. 
(ii) Prosti ideali u As su u uzajarnno jednoznatnoj korespodenciji sa prostirn 
idealima u A disjunktnim sa S. Preciznije, ako je P a As prost preslikananje: 
P 1-4 P n A skupa svih prostih ideala u As u skup prostih ideala it A disjunktnih 
sa S je bijektivno i tuva uredjenje. 
Dokaz. (i). Dolca2imo najpre da za ideal J a As va2i (J n A)As = J. Neka 
x = 
a 
- EJ,aEA,sES.Tada sx=aEJ pa aEJnA.Odavdeje 
s 
 
x= -
1 
• a E (J n A)As pa je dakle I C (J n A)As 
Sdruge strane, kako je In A C J bite i (I n A)As C JAS = Jodakle je 
J=(In A)As. Neka su sada I, J ideali u As sa istim kontrakcijama: 
JnA=InA = (J n A)As = (I n A)As 	 J=I 	 (2.3) 
Preslikavanje J - In A je prema tome injektivno. Specijalno odavde sledi i da 
za par (A, As) vaii INC. 
Neka je sada P prost ideal u As iPnA=P. Ideal P je prost i prema (i) 
je PAS = P. Kako je P prost on ne sadr2i invertibilne elemente (u suprotnom 
dobijamo kontradikciju P = As), odakle je P n S = 0. Obratno, neka je sada 
P prost ideal u A disjunktan sa S. Treba pokazti da je PAs prost ideal u As. 
Neka je 
(*) 
	
E P V a2 E P= 
al 	 az 
— E PAS V — E PAS 
	
Si 	 82 
al a2 	 alaz 
• — E PAS 	 —=— za neke pEP,sES 
SI 82 	 51 32 	 S3 
Iz poslednje jednakosti bite ps1s2 = s 3 a1 a2 E P. Kako s 3 P mora biti 
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Kako je PAS pravi ideal u As, jer u suprotnom PAS = As pa 1 = p/s E PAS 
odakle je s = p E P n S Sto je kontradikcija sa pretpostavkom Pn S = 0, prema 
(*) i (**) on je prost. Ako sa P oznaeimo proste ideale u As i sa proste u A 
disjunktne sa S moiemo definisati preslikavanja: 
: P 	
--> P 
0( 5) = P n A CP) = PAs 
Ova preslikavanja daju uzajamno jednoznaenu vezu izmedju P i P'. q 
Multiplikativno zatvoreni skupovi po kojima lokalizujemo mogu biti razlieiti 
a najteeee eemo koristiti sledeaa dva podskupa: 
(i) S = { 1, f, f 2 ,...} gde je f E A nenilpotentan element. Za lokalizaciju As 
u torn slueaju koristimo oznaku Af. Prema 2.2.1 prosti ideali u Af su u kore-
spodenciji sa prostim idealima u A koji ne sadrZe f. 
(ii) S = A \ P komplement prostog ideala P a A. Za lokalizaciju As uobieajena 
oznaka je Ap umesto AA\P. Elementi prstena Ap su formalni razlomci: 
Ap = {—ab a,bEA, b PI 
dok su njegovi nvertibilni elementi: 
A*p={: I  aigP,b$P} 
Dobijeni prsten Ap ima lepu osobinu - on ima taeno jedan maksirnalan ideal, u 
oznaci Pp ili PAp, u kome se nalaze svi neinvertibilni elementi domena A: 
Pp = {— aEP, b PI 
Drugim reeima Ap je kvazilokalan' domen. Prema 2.2.1 prosti ideli prstena 
Ap u korespodenciji su sa prostim idealima u A koji su sadrZani u P, pa vali. 
dim(Ap) = ht(P). 
Teorema 2.2.2. 
Neka je A domen sa jednoznatnorn faktorizacijor niSC A rnultiplikativno 
zatvoren podskup. Tada je i As faktorijalan dornen, tj. lokalizacija UFD-a 
je UFD. 
Dokaz. Iskoristimo teoremu Kaplanskog: Domen je UFD akko svaki pravi prost 
ideal sadrZi prost element. Neka je zato P a As pravi prost ideal. Prema 2 2 1 
njemu u korespodenciji odgovara P n A = P pravi prost ideal u A takav da je 
'Dome,, A je kvazilokalan ako zadovoljava jedan od sledeEih ekvivalentnih uslova: 
(i) A ima ta6no jedan maksimalan ideal. 
(ii) Svi neinvertibilni elementi domena A sadriani su u nekom pravom idealu. 
(iii) Skup svih neinvertibilnih elemenata domena A je jedan ideal. 
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PnS= 0. A je po pretpostavci UFD pa ideal P < A sadril neki prost element 
p. To znaei da je glavni ideal (p) = pA prost. Tada je: 
(p) C P pa PnS=O 
	 (p)nS= 0 
Sada se opet mole primeniti teorema o korespodenciji: prostom idealu (p) < A 
odgovara prost ideal (p)As a As tj. element p ostaje prost i u As. Kako je 
P=PnA to je i pEP , pa je p tratieni prost element. q 
Veza faktorizacije uA iu As 
Prema prethodnom prost element p E A postaje invertibilan u As ako p I s 
za neko s E S. U suprotnom p ostaje prost i u As. Neka je sada A UFD (a 
samim tim i As) i neka je x E As. Oznaeimo sa P skup atoma u A. Element 
x je oblika x = a/s = a- lls , aEA, sE S. Dalje je s invertibilan u As 
pa molemo uvesti oznaku 1/s = u E A. Kako je A UFD i a E A postoji 
jednoznaena faktorizacija elementa a: 
a = P 
PEP 
(1) 
Ako neki od atoma p E P pripada i S, taenije ako p I s za neko s E S, on je 
invertibilan u As jer: 
	
pis r ap=s,aEA 	 11p= 	 E As 
Takve elemente mo2emo dakle iskljueiti iz gornje faktorizacije tj. skup P mo2emo 
redukovati tako -ato izbacimo skup 
P 1 ={pEP I pis, za neko s E S} 
Faktorizacija proizvoljnog elementa x E As imade dakle sledeei oblik: 
x = u 	 pn, 	 u E k's 	 (2) 
PEP \ 
Ova faktorizacija je jednoznaena prema 2.2.2. Mole se reel da su generalno 
faktorizacije u lokalizaciji "kraoe" §to je i oeekivano jer su neki od atoma postali 
invertibilni. 
Primer 2.2.3. 
A = k[X,11 ]1(XY —1) 
k je proizvoljno polje. Ako sa x, y oznaeimo odgovarajuee slike elemenata X, Y 
pri kanonskom homomorfizmu k[X,1] 1—). A x = X + (XY — 1) , y = Y + 
(XY — 1), tada je A generisan elementima x, y nad poljem k sa defini§uoom 
relacijom xy = 1, pa je 
A = k[x, y] = k[x,11x] = k[x][11x] = k[x]s 
gde je S = { 1, x, x2 , .. }. Kako je k[x] UFD (glavnoidealski) to je prema 2.2.2 
i A = k[x]s UFD. V 
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Primer 2.2.4. 
A = C[X, 31/(X 2 + Y2 — 1) 
C je polje kompleksnih brojeva. Uz iste oznake kao i u prethodnom primeru 
imamo da je A = C[x, y] , x 2 + y2 = 1. Ako transformiS'emo definigueu relaciju 
na sledeoi naein: 
1= Z2 + y 2 = (x + iy)(x — iy) = uv 
	 x = (u + v)/ 2 , y = u — v/ 2i 
dobijamo da je A = C[u, v] sa definiSueom relacijom uv = 1. Prema prethod-
nom primeru C[U,17]/(UV — 1) je UFD, pa je i A UFD. V 
Prirnedba. 	 R[X,Y]I (X 2 + Y 2 — 1) nije UFD. 
Mote se pokazati npr. da je x atom koji nije prost jer iz jednakosti: 
x2 = 1 — Y 2 = ( 1 — Y)( 1 y) 
sledi da x I (1 — y)(1 + y). Dalje se polcazuje da xtl—y , 
	 1 + y. 
Primer 2.2.5. 
A = Z[-n ] , P = (3,2 + '%/) 
A nije UFD dok lokalizacija Ap jeste. Iz ovog primera vidi se da obrat teoreme 
2.2.2 u opStem slueaju ne vaii. Dodatne uslove pod kojima ee to vaiiti daje 
poznata Nagatina teorema. v 
2.3 Nagatina teorema 
Teorema 2.3.1 (Nagata). Neka je A dornen koji zadovoljava uslov ACC T i 
S C A rnultiplikativno zatvoren podskup generisan prostim elementinza. Ako je 
As UFD onda je i A UFD. 
Dokaz. Neka je S generisan prostim elementima {p i I i E I } i neka je Q pravi 
prost ideal u A. Dovoljno je polcazati da Q sadrZi neki prost element. Ako je 
Q11S$VIondas = PIP2 • • • Pk E Q (13 gde sup; generatori skupa S. Kako je 
Q prost ideal mora biti p l E QV•••V pic E Q pa Q sadr2i prost element. 
Moie se dakle pretpostaviti da nijedan od generatora pi nije u Q tj. da je 
Q fl S = 0. Prema 2.2.1 prostom idealu Q<Au korespodenciji odgovara pravi 
prost ideal QAs = Q a As. Kako je As UFD ideal Q sadrii neki element q koji 
je prost u As. Dalje se mole pretpostaviti da je q E Q jer: 
a — 
q=—EQ,aEQ,sES 	 sq =aEQ 
QnS=0 r (qQ qEQ 
Takodje se mole pretpostaviti da nijedan od generatora skupa S ne deli o jer 
ako npr. pl I q onda: 
 pi 
E(211A=Q i 	 Iq 	 (q)c () 
 Pi 
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	q I 	 ( 	 g
q 
	
P1P2 	 \ 	 \ Pi P2 / 
Na taj naein dobija se lanac L glavnih ideala u A, 
(q) 	 () 
  
PiP2 	 PiP2P3
Medjutim u A vaii uslov ACC' pa se lanac G mora zaustaviti, tj 
( 
	
(s in) talc° da je 	 q q  
PIM • • • Pm) — (P1P2 • • • PmPrn+1) 
Odavde je 
	 E A*, Sto je besmisleno jer su A prosti. Ostalo je joS da se 
polcaZe da je q prost element u A tj. da je (q) prost ideal u A. Pretpostavimo 
zato da ab E (q). Prelaskom u As gde je (q)As prost dobija se da a E (q)As ill 
b E (q)As. Neka npr. a E (q)As. Tada je: 
a = 
s
- q , za neko s = p i Pk E S 
odavde je sa = cq tj. pi • Pka = eq 	 (i) 
Iz poslednje jednaeine dobija se da elementi 
	 plc dele cq. Kako sup, Piosti 
elementi koji ne dele q, to znaei da 
	 I c , i = 
	
k. Odavde je c = pi 	 pkc' 
pa jednakost (i) postaje: 
Pi • • Pka = 	 ...Pkai q 
Odavde je a = c'q pa q I a tj. a E (q). Prema tome (q) je prost ideal 
u A odnosno q je prost element koji pripada Qsto je i trebalo pokazati. q 
Nagatina teorema jedno je od najkorisnijih tvrdjenja u teoriji faktorijalnih dom-
ena. Njena primena obieno daje elegantna reSenja u raznim problemima vezanim 
za faktorizaciju. Npr. uobieajen naein kojim se dokazuje da se faktorijalnost 
prenosi sa prstena A na prsten polinoma A[X] je primena Gausove leme i mole 
se nab u standardnim udebenicima komutativne algebra. Ako na raspolaganju 
imamo Nagatinu teoremu dokaz je znatno kraal 
Teorema 2.3.2. 
	
A UFD 	 A[X] 1.317D. 
Dokaz. Neka je k = Frac(A) kolienieko polje domena A. Neka je S = A\ {0}. 
Kako je A prema pretpostavci UFD svaki element s E S ima prostu faktorizaciju 
pa je multiplikativno zatvoren podskup S C A generisan prostim elementima u 
A. Iz utapanja A v A[X] molemo smatrati da je S multiplikativno zatvoren 
podskup u A[X]. Kao takav on je takodje generisan prostim elementima. Ovo 
vaZi jer ako je p prost element u A onda je: 
A[X]/pA[X] = (A/pA) [X] 
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domen, odnosno glavni ideal (p) = pA[X] a A[X] je prost pa element p ostaje 
prost i u A[X]. Neka je dalje 
	 lanac glavnih ideala u A[X]. 
.C 1 : (fi ) 	 (f2 ) 	 ( .6) c 
Nelca su ai E A vodeei koeficijenti polinoma fz E Ain Tada: 
	
(fI) g (h) 	 f2 fi = az cii 	 (ai) S ((12) 
pa se lancu L' mote pridru2iti lanac .C" glavnih ideala (ai) u A generisanih 
vodeeim koeficijentima polinoma fi . 
: (al ) C (a2 ) c (as ) C 
Kako je A UFD lanac E" se kida, pa se kida i 
	 tj. u A[X] vaii uslov ACC1. 
Kako je A[X]s = k[X] Euklidov prsten, pa samim tim i UFD ispunjeni su svi 
uslovi teoreme 2.3.1 pa je A[X] UFD. q 
Kako je A[X, Y] = A[X][Y] indukcijom se ova teorema mote proSiriti na poli-
nome sa vise neodredjenih. 
Posledica 2.3.3. 
	
A UFD 	 A[Xi, X2 , , Xn ] UFD. q 
Posledica 2.3.4 (Klajn - Nagatina teorema). 
Neka je k algebarski zatvoreno polje, Char(k) 
	 2 i neka je F E k[Xi,..•,Xn1 
nedegenerisana kvadratna forma, gde jen > 5. Tada je AF = k[X1,...,X n]l(F) 
UFD. 
Dokaz. Mote se pretpostaviti da je F = X1 X2 + G(X3, , X n ). Polje k je 
algebarski zatvoreno i n > 5 pa je polinom G(X 3 ,..., X„) ireducibilan. Ako sa 
x i oznaeimo homomorfne slike x i = Xz + (F) , i = 1, n dobijamo da je: 
AF /xi AF k[X2, 	 , X,,]/(G) 
pa je A F /x i A F domen tj. x 1 je prost u AF. Multiplikativno zatvoren podskup 
S C AF S .} tada zadovoljava uslove teoreme 2.3.1 jer je 
generisan prostim elementom x 1 pa je dovoljno dokazati da je odgovarajuea 
lokalizacija (AF)s = AF[x i—i ] UFD. Kako u AF va2i: 
	
0 = F(xi, x2, . , xn) = xi x2 + G(x3, 	 , xn ) 
dobija se: 
	 x2 = —G(x 3 , 	 , xr,)x i-1 E k[x3,...,x n , 
pa je: 	 AF[x i i ] = k[xi , x2, 	 , xri][xi7 1 ] = k[xi , x3, . , x y ][x].  ] 
Elementi x 1 , x3, ... x r, sada su algebarski nezavisni paje k[xi , x3, • • . , x n] izomor-
fan prstenu polinoma sa n — 1 neodredjenih nad poljem k koji je prema 2.3.3 
UFD. Prema 2.2.2 i njegova lokalizacija (AF)s = AF[xn je UFD Sto je i 
trebalo dokazati. 	 q 
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Primer 2.3.5 (Samuel). 
A = k[X,Y, Z]l (X 2 + Y 2 + Z2 — 1) 
A je UFD ako je k polje, Char(k) # 2 tako da i (1k. 
Dokaz. Oznaeimo sa x, y, z slike pri kanonskom homomorfizmu. Pri ovim oz-
nakama A = k[x,y, z] gde je x2+ y2 + z2 1 odnosno x 2 + y 2 = (1 — z)(1 + z) 
AI (z —1) = k[x, y, z]l (z-1) = k[X,Y, Z]l F / (F,1— Z)1F = k[X,Y, (F, 1— Z) 
= k[X,Y,Z]l(1— Z) / (F, 1— Z)1(1— Z) = k[X,Y]l(X 2 + Y 2 ) 
gde je sa F oznaeen ideal F = (X2 + Y 2 + Z2 — 1). Kako je Char(k) 0 2 i 
i k, polinom X 2 + Y2 je ireducibilan pa je ideal (X 2 + Y2 ) prost, odakle je 
A/(z — 1) domen, tj. (z — 1) je prost u A. Neka je S = {1, z — 1, (z — 1) 2 , ... 
i t = (z — 1) -1 . 
x 2 + y2 = —(z — 1)(z + 1) 	 z + 1 = —t(x 2 + y 2 ) 	 z E k[x, y,t] 
odakle je: 	 A[t] = k[x, y, z, t] = k[x, y, t] 
Kako je 1/t = z — 1 = —t(x 2 + y 2 ) — 2 E k[x, y, t] vaii inkluzija k[tx, ty, L/ t] C 
k[x,y,t]. Sdruge strane je: 
(tx)2 	 (ty)2 	 t2(1 	 z2) = t2 ( 1 - (1it + 1)2) 	 t2 (, 2It —11t 2 ) = —2t — 1 
odakle je t = —1/2((tx) 2 + (ty) 2 + 1) E k[tx,ty] ,x = (tx) • 1/t y = (ty) • 1/t 
pa x, y E k[tx,ty,1It]. Va2i dakle i obratna inkluzija k[x, y, t] C k[tx, ty, lit] 
pa je: 
k[x, y, t] = k[tx,ty,1It] = k[tx,ty][11t] = k[tx, ty1T 
gde je T multiplikativno zatvoren podskup T = {1,t,t 2 ,...}. k[tx, ty] je prsten 
polinoma sa dve neodredjene pa je UFD a ujedno je to i k[tx,ty]T = A[t] kat) 
njegova lokalizacija. Medjutim A[t] = As gde je S generisan prostim elementom 
z — 1 pa je i A UFD prema Nagatinoj teoremi. q 
Na sliean naein mole se pokazati da je k[X,Y, Z]/(XT + Ys + Zt) UFD ako su 
r, s, t uzajamno prosti i k proizvoljno polje [27]. 
2.4 Faktorizacija u integralnim ra§irenjima 
Definicija 2.4.1. Neka je A potprsten prstena B. Element a E B je ceo nad 
A ako postoji moniaan polinom g E A[X] takav da je g(a) = O. 
Moe se pokazati da je a ceo akko je A[a] konaeno generisan A-modul. Skup 
svih celih elemenata A' =ictEBla ceo nad A je tada jedan potprsten 
prstena B koji zovemo integralnim zatvorenjem prstena A u B. Specijalno, ako 
je A' = B ka2emo da je B eel() rairenje prstena A, a ako je A' = A Ita2emo da 
je A integralno zatvoren u B. 
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Definicija 2.4.2. Neka je A domen i k = Frac(A) njegovo polje razlomaka. 
Dornen A je integralno zatvoren ako je integralno zatvoren IL k. 
Neke od osobina celih ra§irenja i integralno zatvorenih domena dajemo u obliku 
slededeg tvrdjenja. Dokazi se mogu naei u [17]. 
Tvrdjenje 2.4.3. Neka je A' celo ragirenje prstena A. Tada vac sledede os-
obine: 
(1) Ako je A' domen onda je i A domen. 
(2) Ako je A' domen onda je A' polje akko A je polje. 
(3) Ako je S C A multiplikativan onda je A' s celo ragirenje od As. 
(4) Par (A, A') zadovoljava GU, LO, INC. 
(5) Par (A, A') zadovoljava i GD ako je A' domen i A integralno zatvoren. 
(6) dim(A) = dim(A'). 
(7) Ako je A' kvazilokalan onda je i A kvazilokalan. 
(8) Presek n 	 familije integralno zatvorenih domena Ai je integralno zatvoren. 
iEl 
(9) Lokalizacija integralno zatvorenog domena je integralno zatvoren domen. 
Integralna raSirenja ne euvaju faktorijalnost Sto se mole videti u brojnim 
primerima prstena algebarskih celih Q(d). Svi ovi prsteni su cela rthrenja fak-
torijalnog domena Z. Kao Sto smo vee videli u mnogima od njih faktorizacija 
nije jednoznaena. Slededi primer pokazuje da je mogue i obratan slueaj; u celom 
ra§irenju A' faktorizacija je jednoznaena dok u A nije. 
Primer 2.4.4. 
A -= Z[]= {rn - 	 I m,nEZ} 
Lako se mine videti da A nije faktorijalan. Npr. 2 je atom ovog prstena koji 
nije prost. Jednatina m 2 + 3n2 = 2 nema celobrojnih re§enja pa su elementi 
1+1/--1 1- ,\/-3 ireducibilni i 2 I (1+-•3)(1-- n -/-3), 2 I 1+1-3 2 
S druge strane njegovo celo rthrenje: 
Q(-3) = 7L [ 1 +  
2 	
je glavni domen pa je UFD. • 
Vee iz ovih primera vidimo da u opftem slueaju cela ragirenja nisu zanimljiva 
sa stanoviata faktorizacije. Faktorijalni domeni pripadaju medjutim S'irokoj klasi 
integralno zatvorenih domena. 
Teorema 2.4.5. Gausov domen A je integralno zatvoren. 
Dokaz. Neka je k = Frac(A) laEk ceo nad A. Tada postoji moniean polinom 
g E A[X] takav da je g(a) = 0. Neka je: 
g(x) = xn + an_ixn-1 + • • • + alx + a0 , ao, 
	 an_i E A 
Za element a = u/v E k mole se pretpostaviti da je "neskrativ razlomak" 
tj. nzd[u, v] = 1. Ovo vaZi jer je domen A prema pretpostavci Gausov, pa 
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u suprotnom moiemo podeliti u i v njihovim najvedim zajedniekim deliteljem. 
Kako je g(a) = 0, na taj natin dobijamo: 
(11)n + an_i (9n-1 +
... + a1 
 (u
v
) ao = 0 
 Mnoienjem gornje jednakosti sa 
	 dobijamo:  
+ an _ivun-1 + • + 	 + aovn = 0 
odnosno: 	 um = v(-a 72 _10 -1 - • • • - a i vn-2 - aovn-1 ) 
Odavde dobijamo da v I tin. Medjutim nzd[u, v] = 1 pa mora biti v E A* tj. 
a = u/v E A. q 
Posledica 2.4.6. Svaki UFD je integralno zatvoren. 
	 q 
Primer 2.4.7. 
A = {a+26i I a,6 E Z} 
A je potprsten Gausovog prstena B = Z[i], pa je Frac(A) C Frac(B) =- Q[i]. 
Neka je u E Frac(A) ceo nad A. Tada postoji moniean polinom f E takav 
da je f(u) = 0. S obzirom da je tada f E B[X] i u E Frac(B) iz jednakosti 
f(u) = 0 dobijamo da je u ceo nad B. Kako je B UFD on je i integralno 
zatvoren, pa ti E B. Odavde je A' C B. 
Neka je sada a E B, oe = a + bi a,b E Z. Tada je (a - ci) 2 = -62 , odnosno 
a2 - 2aa + a 2 + 62 = 0. Postoji dakle moniean polinom p E Z[X] C A[X] koji 
a ponikava: 
p(x) = x 2 -tax + a2 + 62 , p(a) = 0 
Odavde je a ceo nad A tj. B C A'. Integralno zatvorenje domena A je dakle 
A' = B # A pa A nije integralno zatvoren. Prerna prethodnoj posledici A nije 
UFD. • 
Postoje naravno integralno zatvoreni domeni u kojima faktorizacija nije jed-
noznaena. Takav je npr. domen A = Z[ ••\/-•,5]. Odavde vidimo da obratno u 
posledici 2.4.6 ne mora da vaZi. 
2.5 Jednoznaena faktorizacija u kompletno 
integralno zatvorenim domenima 
Definicija 2.5.1. Neka je A dornen i k = Frac(A). A-podrnodul I polja k je 
razlornljen ideal ako postoji d E A\ {0 } tako da je dl C A. 
Obieni ideali domena A su prema ovoj definiciji razlomljeni i njih zovemo celim 
idealima. Razlomljen ideal je pravi razlomljen ideal ako je razlieit od nule. Skup 
svih pravih razlomljenih ideala oznaeavamo sa I (A). Ako P, Q E I (A) onda i 
P : Q E I(A), gdejeP:Q={xEkIxQCP}. 
31 
V
ir
tu
al
 L
ib
ra
ry
 o
f F
ac
ul
ty
 o
f M
at
he
m
at
ic
s -
 U
ni
ve
rs
ity
 o
f B
el
gr
ad
e
el
ib
ra
ry
.m
at
f.b
g.
ac
.rs
Definicija 2.5.2. Element x E k je skoro ceo nad A ako je ideal A[x] = E Axk 
k=0 
razlomljen. 
Prema ovoj definiciji element x je skoro ceo ako postoji d E A, d $ 0 takav 
da je dA[x] C A tj. svi njegovi stepeni imaju isti imenilac: xn = on ld , 
an 
 E A, n E N. Svi cell elementi su naravno i skoro celi. Mole se dati 
karakterizacija skoro celih elemenata preko razlomljenih ideala: x E k je skoro 
ceo akko postoji P E /(A) takav da je x E P : P. Mole se takodje pokazati da 
je skup: 
A={xEkIxskoroceonadA } 
jedan potprsten polja k koji zovemo kompletnim integralnim zatvorenjem dom-
ena A. 
Definicija 2.5.3. Domen A je kompletno integralno zatvoren ako je A = A. 
Ako je A kompletno integralno zatvoren domen onda je svaki skoro ceo x E k 
u A. Kako je svaki ceo i skoro ceo onda su i svi celi u A tj. A je i inte-
gralno zatvoren. Odavde je dakle svaki kompletno integralno zatvoren domen 
i integralno zatvoren, uz napomenu da u Neterinim domenima vali i obratno. 
Takodje je i presek familije kompletno integralno zatvorenih domena kompletno 
integralno zatvoren. Preko razlomljenih ideala mole se dati sledeea karakter-
izacija: domen A je kompletno integralno zatvoren akko A = P : P za svaki 
razlomljen ideal P E i(A). Da bi utvrdili vezu faktorijalnih i kompletno inte-
gralno zatvorenih domena potrebno je nekoliko pomoonih tvrdjenja. 
Lema 2.5.4. Presek familije glavnih ideala u faktorijalnorn domenu A je glavni 
ideal. 
Dokaz. Neka je (adic i familija glavnih ideala u A. Svaki od elemenata ima 
jednoznaenu faktorizaciju: 
a i 
 = ui H pice" , ui E At 
Pk EP 
U slueaju trivijalnog preseka n (ad , (0) je oeigledno glavni ideal. U slueaju 
da je presek razlieit od nule b ee: 
n(ai) = (d) gde je d = 
idl 	 Pk EP 
Lema 2.5.5. Neka je A UFD i pEA, pi% A. Tada je n  (pn) = (0). 
nEN 
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je 
n (pn) (0) 
nEN 
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Prema prethodnoj lemi presek je neki glavni ideal (q) , q # O. Tada: 
fl (p") = (q) 	 (q) c (if') , Vn =. V n q = a„pn za neko an E A 
nEN 
qp 1 = anPn-1 E (Pn-1 ) 	 , n > 1 pa: 9P I E n (pn)= (q) 
n>1 
jer je (pk ) C (p) , k > 1. Odavde je qp-1 = aq tj. q(ap - 1) = 0 
Kako je q # 0 mora biti ap =1 tj. p E A* fto je kontradikcija. q 
Teorema 2.5.6. Down A sa jednoznaenom faktorizacijom je kompletno inte-
gralno zatvoren. 
Dokaz. Neka je A UFD, k = Frac(A) i x = u/v E k skoro ceo nad A. Moe se 
pretpostaviti da je nzd[u, v] = 1. Kako je x skoro ceo nad A postoji d E A \ {0} 
tako da je dx" E A ,V n E N. Odavde je: 
d unn — EA,   Vn 	 vn dun , Vn 
v 
nzd[un, vn] = 1 - va d , V n 
(d) c (v") , V n 	 (d) 	 n (v. ) , ( 0) prema lemi 2.5.5 
nEN 
Odavde je dakle d = 0 .t. to je kontradikcija. Mora dakle biti v E A*, odakle 
x = u/v E A. q 
Primer 2.5.7. 
A -= k[X , XY, XY 2 , .] , k polje 
Y = XY I X pa Y E Frac(A). Kako XYn E A, Y je skoro ceo nad A. Na 
taj twain vidimo da A nije kompletno integralno zatvoren jer Y 0 A. Prema 
prethodnoj teoremi A nije UFD. • 
Postoje kompletno integralno zatvoreni domeni koji nisu faktorijalni. Takvi su 
npr. svi prsteni algebarskih celih u kojima faktorizacija nije jednoznaena. Obrat 
prethodne teoreme prema tome ne vat'. 
2.6 Faktorizacija u prstenu polinoma i prstenu 
formalnih redova 
Faktorizacija u prstenu polinoma potpuno je odredjena teoremom 2.3.3. Ako je 
A domen sa jednoznaenom faktorizacijom takvi su i A[X] , A[Xi, X2, .. • , Xn]• 
Prsten formalnih redova ne mora medjutim imati ovu osobinu mada se kon-
traprimer ne moie baa lako rm.& Jedan od naeina konstrukcije faktorijalnog 
domena A pri eemu A[[X[] nije UFD dat je sledeoim tvrdjenjem. Detalji ove 
konstrukcije mogu se naei u [27] 
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Tvrdjenje 2.6.1. Neka je A Neterin donzen x, y, z E A i m, n, p E N takvi da 
su ispunjeni slededi uslovi: 
(i) amp > mn+np+pm  
(ii) y prost 
(iii) z 	 (y) 
(iv) xm — ' 	 (y, z) , xm E (yP , z") 
Tada AEXE nije UFD. q 
Primer 2.6.2. 
A = k[X, Y, Z]/(ZP — XP+1 _ yzp+i) 
gde je k polje, Char(k) = p > 3. Moe se pokazati da je A UFD koji zadovoljava 
uslove prethodnog tvrdjenja pa 44[[7]] nije UFD. • 
Formalni redovi u opftem slueaju dakle ne euvaju faktorijalnost. Da bi se fak-
torijalnost prenela sa A na A[[X]] potreban je, kao Sto eemo videti u poglavlju o 
Krulovim domenima, dodatni uslov: regularnost prstena. Sto se ostalih osobina 
Wee istaknimo da se kompletna integralna zatvorenost prenosi sa domena A na 
A[X] kao i na A[[X]]. S druge strane integralna zatvorenost domena A prenosi 
se na prsten polinoma dok to nije slutaj i sa formalnim redovima. 
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G lava 3 
Grupa valuacija 
faktorijalnog domena 
Promenom pristupa proueavanju jednoznatne faktorizacije u domenima, tako 
sto umesto prstena A posmatramo samo njegov monoid (A N {0}, •), dobija 
se nova karakterizacija faktorijalnosti kao i mnogi drugi zanimlfivi rezultati. 
Jednoznaena faktorizacija je naime multiplikativno svojstvo prstena, p& zato 
ima smisla posmatrati ove monoide. 
Na proizvoljnom monoidu sa kraeenjeml M relacija deljivosti 
albab=ac za neko c E M 	 (i) 
predstavlja otigledno jedno preduredjenje Sada iz a b i b I a dobijamo 
a = bc, b = ad tj. a = adc. S obzirom da je M monoid sa kradenjem, mora 
biti dc = 1 gde je sa 1 oznaeen neutralni element monoida M. Odavde su d i c 
invertibilni, odnosno a i b su asocirani elementi. To posebno znaei da je a = b, 
odnosno (i) je parcijalno uredjenje na M, akko je 1 jedini invertibilan element 
u M. Takve monoide zovemo konieram. Od proizvoljnog monoida M mole 
se naravno konstruisati koniean M/U, gde je sa U oznatena njegova podgrupa 
jedinica, gto posebno znaei da se svaki monoid sa kradenjem mole urediti na 
opisani naein. Cohn u [8] daje sledeou definiciju UF-monoida; 
Definicija 3.0.3. Komutativan monoid sa kradenjem M je UF-monoid ako je 
njegov asocirani koniean monoid M/U slobodan komutativan. 
Na taj naein prita o domenima sa jednoznaenom faktorizacijom postaje priea 
o UF-monoidima; domen A je naime UFD akko njegovi nenulti elementi formi-
raju UF-monoid u odnosu na mnolenje. Osobine monoida (A N {0}, •) koji nas 
ovde interesuje operativnije je proueavati ako ga posmatramo kao podmonoid 
pozitivnih elemenata grupe valuacija G(A). Naredno poglavlje posveeeno je 
stoga uredjenim grupama i posebno grupi valuacija. 
irosebno, ako je A domen onda njegovi elementi razlititi od nule formiraju monoid sa 
kraeenjem. 
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3.1 Osnovne osobine valuacionih domena 
Definicija 3.1.1. Neka je A domen i k = Frac(A). A je valuacioni domen ako 
zadovoljava jedan od ekvivalentnih uslova: 
(1) Va,b E A alb V bla 
(2) Va, b E A (a) c (b) V (b) C (a) 
(3)VxEk 	 xEA V x 1 EA tj. AGA-1 =k 
Neka su I, J proizvoljni ideali valuacionog domena A takvi da I Z J tj. postoji 
x E I, x ES,/ i nelca je y 0 proizvoljan element iz J. Tada y t x jer bi u 
suprotnom x = ya E J. To znaei da x I y tj. y/x E A. Odavde je y = x(y/x) E I 
pa je J C I. Odavde vidimo da ideali u valuacionom domenu obrazuju linearno 
uredjen skup u odnosu na inkluziju. To posebno znaei da je svaki valuacioni 
domen i kvazilolcalan. Ako odgovarajuei maksimalan ideal oznaeimo sa in prema 
uslovu (3) je k \ A = E E Na taj naein prsten A potpuno je 
odredjen svojim maksimalnim idealom m i poljem k. Osim toga, iz uslova (1) 
sledi da za svaki par elemenata a, b valuacionog domena A postoji nzd[a, b] (koji 
je jednak a ili b) tj. A je Bezuov pa dakle i Gausov domen. To nam posebno 
govori da su atomieni valuacioni domeni i faktorijalni. Sada su prema teoremi 
2.4.5 valuacioni domeni i integralno zatvoreni. Moe se pokazati da va21 sledeea 
teorema koja povezuje valuacione i integralno zatvorene domene [17]: 
Teorema 3.1.2. Domen A je integralno zatvoren akko A = nc, 	 gde su V, 
valuacioni dorneni, A C V0 C k , k = Frac(A). q 
Kako je svaki UFD integralno zatvoren, prema ovoj teoremi svaki UFD je presek 
nekih valuacionih domena, pa je zbog toga ova klasa domena zanimljiva za 
pit anj a faktorij alnosti. 
3.2 Grupa valuacija 
Definicija 3.2.1. Neka je A domen, k = Frac(A) njegovo polje razlomaka, lc* 
multiplikativna grupa polja k i A* podgrupa invertibilnih elemenata iz A. Grupa 
valuacija G(A) domena A je faktorgrupa kVA* . 
Za x, y E k* moie se definisati relacija < na slededi naein: 
x<yigxly(uA)a yx -1 EAaAxp Ay 
Ovako definisana relacija oeigledno je refleksivna i tranzitivna pa predstavlja 
jedno preduredjenje na k*. Ako za x, y E k* stavimo, 
x—yaxly,yIxa Ax = Ay a y = xa,aErayExA*, 
G(A) = k'/A' postaje uredjena grupa. Ako sa x* = xA* , y* = yA* oznaeimo 
slike elemenata x, y E k* pri kanonskom homomorfizmu k* k* /A*, onda je 
uredjenje na G(A) dato sa: 
x* < y* tr> x I y (u A) a Ax D Ay 	 (1) 
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Ovako uvedeno uredjenje saglasno je sa operacijom, tj. vati 
x I y 	 xz I yz Vz E k* 	 (2) 
Ako je poznata struktura grupe valuacija G(A) onda se mogu dobiti znaeajne 
informacije o samom domenu, naime neke od unutragnjih osobina domena mogu 
se formulasati u ovim terminima. To ee posebno vaiiti i za jednoznaenu faktor-
izaciju; Za domen A vaZi: 
(1) A je UFD akko je G(A) Z(i) (teorema 3.2.16). 
(2) A je valuacioni akko je G(A) linearno uredjena. 
(3) A je Gausov akko je G(A) mreZasto uredjena. 
(4) A je DVR akko je G(A) fif- Z. 
(5) A je Krulov akko je G(A) = H, gde je H neka podgrupa grupe Z 111 . 
Ove ekvivalencije govore o znataju i bliskoj povezanosti grupe valuacija nekog 
domena i njegovih karakteristika. Za poredjenje sluti grupa 7LIr 1 , sa kompo-
nentnim uredjenjem: 
clef (ai)ier < (bi)iEr <=> 	 < bi Vi E I 	 (3 ) 
Primetimo da (1) predstavlja sugtinski novu karakterizaciju faktorijalnih dom-
ena. Sam dokaz zahteva poznavanje nekih osobina uredjenih grupa koje cemo 
ukratko izloiiti. Detaljnije o teoriji uredjenih grupa, potrebnoj za dokaze ostalih 
tvrdjenja, mole se nab u [6]. 
Uredjene grape. Grupa (G, •) na kojoj je zadato uredjenje " < " je ured-
jena ako je uvedeno uredjenje saglasno sa operacijom grupe, tj. ako je za svako 
a, b E G ispunjen uslov: a < b xa < xb, ax < bx , Vx E G. Iz ove osobine i 
tranzitivnosti relacije " < " dobija se da u svakoj uredjenoj grupi vaii: 
a < b,c<d=, ae< bd (4) 
Element a E G je pozitivan ako je 1 < a. Ako sa P = {x EGIl< x}, 
oznaeimo skup svih pozitivnih elemenata uredjene grupe G, dobijeni skup P je 
prema (4) multiplikativan, pa predstavlja jednu podpolugrupu grupe G. Pritom 
za a, b E G vain a < b <=> 1 < ba-1 q ba-1 E P, pa je polugrupom pozitivnih 
elemenata P, uredjenje " < " potpuno odredjeno. 
Lema 3.2.2 ([19]). Neka je G grupa i P njena podpolugrupa. Tada na G 
postoji uredjenje IL odnosu na koje je P polugrupa pozitivnih elernenata akko su 
ispunjeni slededi uslovi: 
(a) 1 E P. 
(b) a E P , a-1 E P a = 1. 
(e) aEP,xEG#.x-l azE P. q 
Ako je uz to grupa G linearno uredjena i a V P, odnosno a < 1, onda je 
1 = aa-1 < a-1 pa a 1 E P. S druge strane, ako uz uslove prethodne leme vaii 
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i uslov, 
(d) 	 VaEG aEPVcr l EP 
neposredno se mole proveriti da, je onda formulom: 
a < b <V> kr' E P 
	
(5) 
definisano jedno linearno uredjenje grupe G. Na taj naein dobija se sledeea 
lema. 
Lema 3.2.3. Polugrupa P pozitivnih elemenata grupe G definige linearno ure-
djenje na G akko uz uslove prethodne (erne vaii i uslov (d). q 
Definicija 3.2.4. Uredjena grupa G generisana polugrupom svojih pozitivnih 
elemenata, G = PP-1 , naziva se usmerenorn (filterskom) gruporn2 
Definicija 3.2.5. Grupa G je mreiasto uredjena ako svaki konaean podskup3 
 elemenata irna supremum i infimum. 
Mole se pokazati da je mreiasto uredjenje i filtersko uz napomenu da ne mora 
da vali i obratno. Podgrupa mreiasto uredjene grupe ne mora biti mreiasto 
uredjena. Proizvod H ie/ Gi, familije uredjenih grupa (Gi)j E j, je uredjena grupa 
ako se uvede komponentno uredjenje: (xi)i E < (yi)iEj akko < yi , Vi E I. Pri 
tome je proizvod mreiasto uredjenih grupa takodje mreiasto uredjena. Posebno 
je odavde i Z ( / ) = (xi)iE j xi E 7L, $ 0 samo za konaeno mnogo i E I} 
mreiasto uredjena grupa. Zbog rada sa Abelovim grupama ovde je pogodnije 
koristiti aditivnu notaciju. Ako grupu oznatimo aditivno sa (G,+) a sa P = 
IxEGIx> polugrupu pozitvnih elemenata onda uslovi (a), (b) leme 3.2.2 
postaju: 
(a') 0 E P. 
(b') a E P , -a E P a = 0 tj. P n (-P) = {0}. 
dok je uslov (c) suvi§an u komutativnom slueaju. Uslov (d) i relacija (5) su 
ovde: (d') P U (- P) = G odnosno (5') a < b ,=> b-a E P. Za mreiasto uredjene 
grupe vaii sledeoe tvrdjenje ([6]). 
Tvrdjenje 3.2.6. Neka je G uredjena grupa i P polugrupa njenih pozitivnih 
elemenata. Grupa G je mreiasto uredjena akko su ispunjeni slededi uslovi: 
1) G je filterska (G = P - P). 
2) (Vx, y E P)(34 SUpp(x, y)). q 
Ovi rezultati mogu se sada primeniti na grupu valuacija, odnosno na njoj 
izomorfnu grupu glavnih razlomljenih ideala Ps. 
Grupa P*. Neka je A domen, k = Frac(A) polje razlomalca, G(A) = k* /A* 
2 0vaj uslov ekvivalentan je uslovu (Va, b E G)(3c E C) a < c, b < a 
3 Dovoljno je 	 svaki par elemenata. 
4 0vaj uslov mode se zameniti ekvivalentnim: (Vx,y E P)(3infp(x,y)). 
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grupa valuacija i 2* = { Ax I x E k* } grupa glavnih razlomljenih ideala 
(operacija je proizvod razlomljenih ideala AxAy = Axy). Tada je preslika-
vanjem xA* y xA oeigledno definisan izomorfizam G(A) = P* Ako grupu 
2* uredimo inkluzijom ovaj izomorfizam menja poredak, tj. va2i x.< y* 
Ax J Ay. Iz tog razloga uredjenje " < " na 2* defingemo suprotno inkluziji: 
Ax < Ay 10 Ax D Ay. Na taj natin izomorfizam W : G(A) -} P*, defin-
isan sa cp(x*) = Ax, euva poredak, tj. va2i x* < y* q Ax < Ay. Sada je: 
x* > 1* a Ax > A ,=> Ax C A, pa su pozitivni elementi grupe 2* upravo celi 
ideali domena A, dok su pozitivni elementi grupe valuacija svi nenulti elementi 
domenaA(x* 1IxaxEA,x00).KakojePnP -1 =A*ilE P, 
to je prema lemi 3.2.2 G(A) uredjena grupa. Ona de biti i linearno uredjena 
akko je P OP-1 = k tj. akko (Vx E k) x E A V x-1 E A. Poslednje upravo znaei 
da je A valuacioni domen. Takodje je 2*, odnosno G(A) filterska grupa jer 
je k = Frac(A) pa je svaki x E k oblika x = alb = ab-}  , a,b E A , b # 0. 
Neka su sada x, y E k*. Grupa 2* obieno je uredjena inkluzijom, dok je 
Ax < Ay <=> Ax D Ay u cilju euvanja poretka. Ovde moie dodi do zabune 
koja se mine izbedi isticanjem uredjenja koje posmatramo: 
inf (x, y) = d = nzd [x, y] a sup c (Ax, Ay) = Ad = inf < (Ax, Ay) 	 (6) 
sup(x, y) = m = nzs [x, 	 inf c (Ax, Ay) = Am = sup < (Ax, Ay) (7) 
Infimum i supremum naravno ne moraju postojati, a ako postoje odredjeni su 
do na mnoienje invertibilnim elementima iz A*. U jednakostima (6) i (7) pre-
poznaju se uslovi iz definicije Gausovog domena. Vaii: A je Gausov domen akko 
je grupa valuacija G(A) mreiasto uredjena. Sada se, koristedi osobine supre-
muma i infimuma, mote pokazati da svaki element x mreiasto uredjene grupe 
G ima reprezentaciju x = x+ - x- , gde je x+ = sup(x, 0) , x - = sup(-x, 0) i 
vali inf (x+, x- )= 0. Preformulacija na grupu valuacija, odnosno na P* je poz-
nata osobina Gausovih domena; ako je 2* mreiasto uredjena, odnosno ako je A 
Gausov domen, onda se svaki element x E k* mote predstaviti u obliku " neskra-
tivog razlomka" x = u/v, gde su u, v E A koprosti, tj. inf (u, v) = nzd [u, v] = 1. 
Elementi x, y mreiasto uredjene grupe G su nezavisni ako je inf(x, y) = 05 . 
Prema tome, x, y bide nezavisni u G(A) akko su koprosti. S druge strane, 
(eel° ideali Ax, Ay su nezavisni u 2* akko sup c (Ax, Ay) = A tj akko je 
inf < (Ax, Ay) = A. Osnovne osobine mreiasto uredjenih grupa date su slededim 
tvrdjenjem (dokaz 
Tvrdjenje 3.2.7. U mreiasto uredjenoj grupi G vat:: 
inf (x - z,y - z) = 0 *inf(x,y) = z. 
(2) inf (x, y) = 0 , z > 0 #. inf(x, z) = inf (x, y z). 
(3) inf (x, y) = 0 , z > 0 ,x<y±z#.x<z. 
(4) inf (x, y) = inf (x, z) = 0 	 inf (x, y + z) = 0. 
(5) inf (xi Yi) = 0 	 inf (xi + • • • + x7o + • + ym) = O. 
(6) inf(xi,zi) = 
	
i 	 = 1, • 	 suP(xi, 	 xn) = 	 + 
5 Primetimo da su nezavisni elementi prema definiciji pozitivni. 
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Ako je A Gausov domen preformulacija ovog tvrdjenja na grupu valuacija G(A) 
predstavlja uobieajena pravila za rad sa nzd-om i nzs-om; 
(1') xlz,ylz su koprosti a z = nzd [x, y]. 
(2') nzd [x, y] = 1, z E A \ {0} 	 nzd [x, z] = nzd [x, yz]. 
(3')nzd[x,y]=1,zEA \ {0},xlyz#•xlz. 
(4') nzd [x, y] = nzd [x, z] = 1 	 nzd [x, yz] = 1. 
(5') nzd [x„ 	 = 1 	 nzd [xi . • • x,,, Yi • • ynd = 1. 
(6') nzd 
	 x3] = 1 , 	 j 	 nzs [xt, ..• xu] = xi ••• rip 
Ako se za uredjenje grupe P* uzme " < ", onda tvrdjenje 3 2 7 ima sledeou for-
mulaciju: 
(1") inf (Ax/z, Ay/z) = A a inf (Ax, Ay) = Az. 
(2") inf (Ax, Ay) = A , Az C A . inf (Ax , Ay) = inf(Ax, Ayz). 
(3") inf (Ax, Ay) = A, Az C A, Ayz C Ax =, Az C Ax. 
(4") inf (Ax, Ay) = inf (Ax , Az) = A =. inf(Ax, Ayz) = A. 
(5") inf (Ax z , Ay e ) = A =. inf (Ax i 	 Ayi y.) = A. 
(6") inf (Ax i ,Ax 3 )= A, i j 	 sup(Axi,...,Axn)= Axi • • •xn• 
Ekstremalni elementi uredjene grupe. 
Definicija 3.2.8. Element uredjene grupe je ekstremalan ako je rninimalan u 
skupu njenih strogo pozitivnih elemenata. 
Neka je (G, +) uredjena grupa, x E G njen ekstremalni element i y > 0 
proizvoljan pozitivan element. Tada je mogue jedan od sledeeih slueajeva: 
(i) inf(x,y) ne postoji. 
(ii) inf(x, y) = x. 
(iii) inf(x, y) = O. 
Ako je uredjenje mreiasto uslov (i) otpada, pa je svaki pozitivan element ili veal 
od ekstremalnog elementa p ili nezavisan s njim. To posebno znati da su svaka 
dva ekstremalna elementa u mreiasto uredjenoj grupi nezavisna. U grupi P* 
ovo de znaeiti da je glavni ideal pA ekstremalan akko je maksimalan (u odnosu 
na inkluziju) medju glavnim idealima u A. U grupi valuacija G(A), p E A je 
ekstremalan ako je atom. 
Teorema 3.2.9. Element x > 0 uredjene grupe G koji zadovoljava uslov: 
(P) 	 x<y+z,y>0,z>0#.x<yVx<z. 
je ekstremalan. Obratno, ako je G mreiasto uredjena, onda za ekstremalne 
elemente vaii uslov P. 
Dokaz. (#,:) Neka za x vaii uslov P i neka je 0 < y < x. Tada postoji z > 0 
tako da je x = y + z. Iz uslova P mora biti x < y ili x < z. Ako je x < y onda 
iz y < x mora biti x = y. Ako je x < z, onda iz z = x — y, vaii x < x — y tj. 
y < 0 pa je y = O. Element x je prema tome ekstremalan. 
(•#:) Neka je sada G mreiasto uredjena grupa, x E G ekstremalan i y, z E G 
pozitivni elementi. Tada je inf(x, y) = 0 ili inf(x,y) = x. U prvom slueaju 
x i y su nezavisni pa prema 3.2.7(3) mora biti x < z. U drugom slueaju je 
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inf(x, y) = x pa je x < y. q 
Preformulacija ove teoreme na grupu G(A) daje poznato tvrdjenje: prost ele-
ment domena je ireducibilan, dok u Gausovom domenu vaii i obratno. 
Teorema 3.2.10. Neka je G mreiasto uredjena grupa i G' njena podgrupa 
generisana ekstremalnim, medjusobno raxlititim elementima(pi)i E /. Tada za 
element x = EiEr nipi ni E Z podgrupe G' vat: x je pozitivan akko ni > 0 , Vi. 
Dokaz. Neka je x = a niPi > 0 , = {i E I I rti > 0}, I" = E 	 ni < 01. 
Tada 
x = E nipi 4- E nipi > 0 E nipi E ( — ni)Pi Pk 
I" 	 I" >0 
za fiksirano k E I". Prema tome vaii: ph < nipi = pi + ...pi, pa je prema 
uslovu P, ph < pi odakle se dobija kontradikcija ph = pi. Dalje I" = 0, pa je 
I = =, ni > 0 , Vi. Obratno otigledno vaii, jer n i > 0 x = E nipi > 0, pa 
je ovim teorema dokazana. q 
Primedba. Neka je sada x = E / nipi = O. Tada je x > 0 i —x > 0, pa je prema 
prethodnoj teoremi ni > 0 i —ni > 0, Vi, odnosno rti = 0, Vi. Ako sada sa 
P(A) oznatimo skup ekstremalnih elemenata uredjene grupe G i sa I skup iste 
kardinalnosti Card(I) = Card(P(A)), onda je pod uslovima teoreme 3.2.10 sa: 
(ni)ier H E nipi 	 (8) 
iEl 
definisan izomorfizam grupe Z (I) i podgrupe G' generisane ekstremalnim ele-
mentima. Uslov izomorfizma G ral Z( I) , je dalde pored mreiaste uredjenosti 
grupe G i to da je G generisana svojim ekstremalnim elementima. Poslednji 
uslov moie se zameniti ekvivalentnim uslovom: 
(M) Svaki neprazan podskup pozitivnih elemenata grupe G sadrii minimalan 
element. 
Ovde se mogu prepoznati poznati uslovi iz definicije faktorijalnog domena. 
Uslov M je zapravo uslov (Al), dok je uslov mreiaste uredjenosti uslov (A2). 
Teorema 3.2.11. D i) je mreiasto uredjena grupa tt kojoj vaii uslov M. 
Dokaz. Z ( I)  je mreiasto uredjena, kao proizvod mreiasto uredjenih grupa. Neka 
je P' neprazan podskup pozitivnih elemenata u Z ( I) i neka je x E Tada je 
x oblika x = E niei , ni > 0, gde je (ei) standardna baza za Z (I) . Ima konaeno 
mnogo pozitivnih elemenata manjih od x (njihov broj je 11(ni + 1)), pa je i 
podskup P" C P', pozitivnih iz P' manjih od x konaean. Odavde P" sadrii 
minimalan element, koji je minimalan i u P'. q 
Primer 3.2.12. 
	
G (Z) = Z(I) = E z , 
rEP 
gde je sa P oznaten skup prostih brojeva i sa I skup iste kardinalnosti. • 
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Teorema 3.2.13. Neka je G uredjena grupa u kojoj je ispunjen uslov M i neka 
je P podskup ekstremalnih elemenata u G. Tada: 
(Vx > 0) (Rp E P) tako da p < x. 
Dokaz. Neka je P' ={yE210<y<x }. Kako je P' neprazan (x E P'), iz 
uslova M, u 2' postoji minimalan element p. On je ekstremalan prema definiciji 
ekstremalnog elementa. q 
Teorema 3.2.14. Ako u uredjenoj filterskoj grupi G vat uslov M i za svaki 
ekstremalan element vat uslov P, G je generisana ekstremalnim elementima. 
Dokaz. Neka je P podskup pozitivnih elemenata u G. Tada je G, s obzirom da 
je filterska, generisana pozitivnim elementima, G = P — P. Dovoljno je zato 
pokazati da je svaki pozitivan element x > 0 suma ekstremalnih. Posmatramo 
zato skup 
E ={yEGly>0,y=x—(p1+--•+pn) , piE P}  
Kako je x > 0, prema teoremi 3.2.13 postoji ekstremalan element p E P takav 
da je p < x tj. y = x — p > 0. Skup E je dakle neprazan, pa iz uslova M 
on ima minimalan element q. Ako pretpostavimo da je q # 0, onda iz 3.2.13 
postoji ekstremalan element p takav da: 
p <gy=q—p> 0 #.q—pEE i q—p<q, 
sto je u kontradikciji sa minimalnoku q u E. To znaei da je q = 0, tj. proizvoljan 
element x > 0 je suma ekstremalnih. q 
Teorema 3.2.15. U uredjenoj filterskoj grupi G slededi uslovi su ekvivalentni: 
(1) G = 7G(1) . 
(2) G je mreiasto uredjena grupa u kojoj vat uslov M. 
(3) G zadovoljava uslov M i za svaki ekstremalan element ispunjen je uslov P. 
(4) G je generisana ekstremalnim elementima i za svaki od njih vat uslov P. 
Dokaz. 
(1) #. (2) : Teorema 3.2.11. 
(2) =• (3) : Teorema 3.2.9. 
(3) (4) : Teorema 3.2.14. 
(4) =• (1) : Teorema 3.2.10 (primedba). q 
Neka je sada A domen i G = G(A) njegova grupa valuacija. Uslov M je ovde 
zapravo uslov ACCT, uslov P znaei da je element prost, dok uslov mrekste 
uredjenosti znati da je A Gausov domen. U tom smislu, uslovi (2),(3) i (4) su 
poznati ekvivalentni uslovi za faktorijalnost domena, dok je uslov (1) suStinski 
nov. Formulikmo zato teoremu 3.2.15 za (uredjenu, filtersku) grupu valuacija 
G(A) = k'/A"; 
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Teorema 3.2.16. Za domen A sledeCi uslovi su ekvivalentni: 
(1) GM) -Li Z (1) . 
(2) A je Gausov domen i ispunjen je uslov ACCT. 
(3) U domenu A vaii uslov ACC' i svaki atom je prost. 
(4) A je atomiean I svaki atom je prost. 
(5) A je UFD. q 
Ako uredjena filterska grupa zadovoljava ekvivalentne uslove teoreme 3 2 15, 
onda postoji familija P pozitivnih elemenata u G, takva da se svaki pozitivan 
element x E G na jedinstven naein mote predstaviti u obliku: 
(i) x = E x(p)p , x(p) > 0 , x(p) # 0 samo za konatno mnogo p E P 
pEP 
Formulom (i) data je "faktorizacija" pozitivnih elemenata grupe G pomoeu 
ekstremalnih. Kako je G = P — P, gde je P skup pozitivnih elemenata grupe G, 
svaki element z E G ima reprezentaciju z = x—y, x, y E P. Ako sada predjemo 
na domen A i multiplikativnu grupu G(A), formula (i) postaje: 
(ii) x = u 
	
	 pvP (x ) , vp (x) > 0 , vp (x) 0 0 samo za konaeno mnogo p E 2, 
pEP 
gde je u E A' invertibilan element. Pozitivni su ovde upravo svi elementi 
domena A razlieiti od nule, dok se svaki z E GM) moie predstaviti u obliku 
z = x/y, x, y E A \ {0}. To posebno znaei da se u formuli (ii) mogu dopustiti i 
negativni eksponenti v p (x). 
Teorema 3.2.17. Ako uredjena grupa G zadovoljava ekvivalentne uslove teo-
reme 3.2.15, onda je familija P C G odredjena jednoznaeno. To su upravo 
ekstremalni elementi grupe G. 
Dokaz. Neka je 2' skup svih ekstremalnih elemenata u G. 
P' C P : Neka je x E P'. Tada je x > 0, pa x prema (i) ima reprezentaciju 
x = EpEp x(p)p. To znati da postoji p E P takav da je x(p) > 0, odakle je 
p < x. Kako je x ekstremalan mora biti x = p tj. P' C P. 
P C 	 : Neka je sada x E P. Onda je x > 0 pa prema 3.2.13 postoji 
p E P' takav da je p < x. Medjutim p > 0, pa ima jednoznaenu faktorizaciju 
p = EyET, p (y) y. Dalje, kako je p < x tj. x — p > 0 imamo da je x — p = 
EYE? q (y) y. Odavde je: 
x = E cp (y) + ( y) 
yE? 
Kako je x E P , iz jednoznaenosti faktorizacije vaiiee p (y) + q (y) = 0, za y x 
i p (x) + q (x) = 1, pa se mote uzeti p (y) = 0 za y $ x i p (x) = 1. Sada se iz 
poeetne reprezentacije za p, p = Eyep p (y) y, dobija p = x tj. x E P'. q 
Primedba. Iz ovog tvrdjenja vidi se da pri definisanju faktorijalnog domena 
nije neophodno isticati ekstremalnost elemenata familije P. Na taj naein moie 
se dati sledeea, na prvi pogled opftija, definicija faktorijalnog domena. 
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Definicija 3.2.18. Domen A je UFD ako postoji podskup P C A takav da se 
svaki nenulti element x E A na jedinstven naein mole predstaviti u obliku 
x=ull
vp(x) p  
pEP 
(9 ) 
gde je u E At , v p (x) > 0 , vp (x) # 0 samo za konano mnogo p E P. 
3.3 Valuacije i njihova veza sa faktorizacijom 
Definicija 3.3.1. Neka je (G,+) linearno uredjena Abelova grupa i k rteko 
polje. Preslikavanje v : k i G U fool je valuacija polja k ako zadovoljava 
sledede uslove: 
(v i ) v(xy) = v(x) + v(y) 
(v2) v(x + y) > min{ v(x), v(y)} 
(v3) v(x) = oo * x = 0 
Iz (vi ) vidimo da valuacija polja k definile jedan homomorfizam v : k* —> G 
multiplikativne grupe polja k u grupu G. Slika v(k*) je podgrupa grupe G koju 
zovemo grupom valuacija za v. Obieno je A domen i k = Frac(A). Tada je 
dovoljno da restrikcija v : A G zadovoljava uslove (vi) i (v 2 ). Ovo preslika-
vanje mole se u torn slueaju proSiriti na k ako stavimo v(a/b) = v(a) — v(b). Iz 
definicije se neposredno dobijaju sledeee osobine valuacija: 
(1) v(a-1 ) 	 —v(a) 
(2) v(1) = 0 
(3) v(—a) = v(a) 
(4) v(a) < v(b) 	 v(a + b) = v(a) 
Ako je v valuacija iz osobina (v3), (v2) skup: 
A„ = {x E k v(x) 0} 
je prsten. Kako je v(a -1 ) = —v(a) za svako a E k valiee a E Ay ili 	 E A„ pa 
je prsten Ay valuacioni. Prsten Ay zovemo valuacionim prstenom koji odgovara 
valuaciji v. On je naravno i kvazilokalan sa maksimalnim idealom: 
my = Ix E k v(x) > 0} 
Iz ovoga se vidi da svaka valuacija polja k definile jedan valuacioni domen. 
Obratno, ako je dat valuacioni domen A, grupa G(A), odnosno grupa P*, je 
linearno uredjena pa za grupu G molemo uzeti upravo P* = G = {Ax x E 
samo lto je ona sada multiplikativna. Sada se mole definisati preslikavanje 
v k —> G U {oe} sa v(x) = Ax , x E k* , v(0) = co. Grupu P* uredili smo 
stavljajuei Ax < Ay => Ax D Ay pa ee ovde valiti: 
v(x) < v(y) <r> Ax 2 Ay 
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Za ovako definisano preslikavanje ispunjeni su uslovi (v3), (v2), (v3) pa je v jedna 
valuacija polja k sa valuacionim prstenom A y = A. Pri tome valuacija koja 
odgovara valuacionom domenu A nije odredjena jednoznaeno ali su svake dve 
takve valuacije ekvivalentne (valuacije v1 : k" 
-4 GI , V2 : k* --+ G2 su ekviva-
lentne ako postoji izomorfizam p : G1 
-4 G2 takav da je o v1 = v2). Iz svega 
reeenog sledi da valuacioni domeni i aditivne valuacije opisiju istu stvar tj. vaii 
sledeee tvrdjenje. 
Tvrdjenje 3.3.2. Za svako polje k postoji bijekeija izmedju valuacionih prstena 
polja k i klasa ekvivalentnih valuacija na k. U toj bijekciji prstenu A odgovara 
valuacija v akko je A valuacioni prsten za v. q 
Posebno vatian slucaj je kada je grupa valuacija k"/A* cikliena. Odgovarajuoi 
valuacioni prsten tada zovemo diskretnim valuacionim prstenom, iii kraoe DVR. 
To posebno vatii ako za grupu G uzmemo aditivnu grupu celih brojeva (Z, +). 
Netrivijalne valuacije sa kodomenom Z zovemo i glavnim valuacijama (valuacija 
je trivijalna ako je v(x) = 0 , x E k* i v(0) = Do). Ako je v glavna valuacija 
onda je v(k*) podgrupa grupe 7Z pa je cikliena, v(k*) = nZ. Pomo& valuacije 
v motiemo dobiti novu valuaciju v' = (1/n)v (normiranje glavne valuacije) i 
dobijamo da je grupa valuacija upravo Z. Za valuaciju v' katiemo da je diskretna, 
ranga 1. Diskretni valuacioni prsteni imaju veoma prostu strukturu. To su 
glavni domeni sa taeno jednim prostim idealom, dok su svi ostali ideali njegovi 
stepeni. Potpun opis diskretnih valuacionih prstena daje sledeoa teorema. 
Teorema 3.3.3. Neka je v valuacija polja k i A y odgovarajuoi valuacioni prsten. 
Tada je v glavna valuacija akko je A y glavni. 	 i vise: postoji p E k takav 
da je k* = (p)A„,* Element p E k je prost element valuacije v. Odredjen je 
jednoznaano do na invertibilan faktor. 
Dokaz. Neka je v glavna valuacija i A y = {x E k I v(x) > 0}. Normiranjem 
moiemo naei p E A, tako da je v(p) = 1. Neka je sada x E k proizvoljan element 
takav da je v(x) > 0 tj. v(x) = n, za neko n E N. Tada je: 
v(xp—n) = v(x) v(p') = n — n = 0 
Odavde je xp' = a E A tj. x = apn , a E A. Ako bi postojala i druga 
reprezentacija x = Sp" , Q E onda bi vaiilo 0 = v(a/S) = v(p"`") = — n. 
Odavde je m = 7/ pa je reprezentacija x = ap" jednoznatna do na mnotienje 
invertibilnim elementom. Ako je 14 A y ideal, I $ A y , tada je v(x) > 0 za svako 
x E I, pa postoji m = min{ v(x) I x E Odavde je I = (pm) tj. I je glavni 
ideal. Kako to vaii za proizvoljan ideal A i, je glavni. 
Obratno, neka je sada A y glavni valuacioni prsten i in a A, maksimalan ideal. I 
on je naravno glavni npr. m = (p). Kako je glavni pa prema tome i UFD 
iz leme 2.5,5 imamo da je Rica (pn) = (0). Dakle za element a E A t, , a # 0 
vaii a 0 nneri(Pn ) ,  Pa postoji i najmanje n tako da je a E (p") , a (pf+1) . 
 Odavde je a = up" , u E Ay . Treba joti pokazti da je 7/ invertibilan u A y . Ako 
pretpostavimo suprotno, da u A:, mora biti it E m = (p) pa je it = vp. Dolazi 
‘. se do kontradikcije a = uvpn+1 E 03,2-14 )Reprezentacij a: 
a = upn , u A: , n N 
	 (1) 
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je jednoznaena. Prema (1) mole se definisati valuacija stavljajuei v(a) cif It 
Definicija se mole prariti na polje k sa v(a/b) = v(a) — v(b). Za x E k* imamo 
x = a/b = upn/vpm = (u/v)pn — rn = wpk tj. 
x = wpk 
	
(2) 
Iz (2) se dobija k* = (p)A:. q 
Teorema 3 3 4 Neka je A valuacioni domen. A je UFD akko A je DVR. 
Dokaz. Oeigledno, ako je A DVR, on je glavni pa je zato i UFD. S druge strane, 
ako je A faktorijalan domen, on ima najviae jedan ireducibilan element p. Ako 
pretpostavimo suprotno, da postoje dva razlitita atoma p i q, s obzirom da je 
A valuacioni, vali p I g V ql p. To znati da su p i q asocirani pa ih molemo 
identifikovati. Svaki element x domena A ima dakle jednoznatnu reprezentaciju 
x = upn , u E A* , n > O. Prema prethodnom A je DVR. q 
Primer 3.3.5. k[[X]] je UFD ako je k proizvoljno polje. 
Formalni red 
f = ao + ai X + a2X 2 + • • • E A[[Xj] 
je invertibilan u A[[X]] akko je ao invertibilan u A. To posebno znaei daje za 
A = k formalni red f invertibilan akko je a o $ O. Neinvertibilni elementi ovog 
prstena su dakle oblika: 
g = aiX +a2X2 + • • = X(al + a2X + ) = Xh 
Drugim reeima k[[X]] je kvazilokalan domen sa maksimalnim idealom (X). 
Proizvoljan element f E k[[X]] , f # 0 ima reprezentaciju f = gXn gde je 
g E k[PC1]*, n > 0 pa je k[[X]] DVR dakle i UFD. • 
Primer 3.3.6. Neka je k = Q polje racionalnih brojeva i p E 7L fiksirart prost 
broj. Svako x E k mole se na jedinstven naein predstaviti u obliku: 
x=apn, a=u/v, rtzd Eu, vl = nzd [u, p] = nzd [v, p] = 1 , nEZ 
Defiraerno vp (x) d=f n. Lako se vidi da au za ovako definisano preslikavanje 
vp zadovoljeni uslovi (vi) i (v2) pa je v p jedna valuacija polja Q pridruiena 
prostorn broju p E Z. Ovako odredjene valuacije zovu se p-adiene valuacije. 
Moie se dokazati da su sve netrivijalne valuacije polja Q upravo p-adiene. 
Primer 3.3.7. Ako za polje k uzmemo polje racionalnih funkcija k = K(X), 
gde je K proizvoljno polje, rnolarto postupiti na isti main kao u prethodnom 
printery fiksirajuoi ireducibilan polinom p E K[X]. Osim p-adienih valuacija 
vp za ireducibilan polinorn p, mole se pokazati da polje K(X) irna joa jednu 
netrivijalnu valuaciju v definisanu sa v(f /g)= deg(g) — deg(f). 
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Iz ovih primera vidimo da se na poljima Q = Frac(Z) i K (X) = Frac(K[X]) 
mole definisati familija p-adienih valuacija indukovana atomima ovih prstena. 
Videeemo sada da vaii i op5tije: u svakom faktorijalnom domenu mole se defin-
isati familija (vp ) pep p-adienih valuacija. 
Neka je A UFD iaEA, a ig A* , a = 0. Neka je P C A skup ekstremalnih ele- 
menata grupe GM) tj. skup atoma u A. Tada a ima jednoznaenu faktorizaciju: 
a = u 11 pvP ( a ) , vp (a) > 0 	 (3) 
PEP 
pri Cantu je v p (a) $ 0 samo za konaCno mnogo p E P. Faktorizacija (3) za 
fiksirano p E P defini5e preslikavanje A 1—> Z dato sa: a 1—> vp (a). Neka su 
a, b E A elementi domena A sa faktorizacijama a= u ]WP ( a)  b= v lipvP( 6 ) 
gde su vp (a), vp (b) > 0. Tada je: 
ab = uv H pvP ( a) +vP (6) 	 vp (ab) = vp (a) + vp (b) 	 (4) 
a + b = ullpvP( a) + vllpv,(b) = H'nP u ripaP + v 1 pbP = xy 
x 	 y 
gde je: 	 rap = min{vp (a), vp (b)} 
vp (a) = mp + % , ap > 0 
vp (b) = mp + by , by > 0 
	
y E A = y = w neF ( Y ) , vp (y) > 0 	 (5) 
Sada iz (4) i (5) dobijamo: 
vp(a + b) = vp (xy) = v p (x) + vp (y) = mp + vp (y) > mp 
odakle je: 
vp (a + b) > minfvp (a),vp (b)} 	 (6) 
Iz (4) i (6) vidimo da za preslikavanje v p vale uslovi (v 2 ), (v2) tj. vp je jedna 
valuacija koju standardno 5irimo na polje lc = Frac(A). Za x E k imamo 
reprezentaciju: 
x = —pm , m E Z , nzd[u,p]= nzcIfv,p1 = 1 	 (7) 
pa defini5emo vp (x) dW rn. Na taj nada fiksiran atom p odredjuje jednu p-
adienu valuaciju, pa se u svakom faktorijalnom domenu A mole govoriti o familiji 
(vp ) pep takvih valuacija. Sve ove valuacije su diskretne, ranga 1, pa su odgo-
varajuei valuacioni prsteni A vP diskretni. Kako je za x E k, prema reprezentaciji 
(7) vp (x) > 0 => m > 0, dobijamo da je: 
A vP = {x E k v p (x) > 0} = 2160 
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Mvp = {x E k v p (x) > = (p)A(p) 
Odgovarajuai valuacioni prsten A vp je upravo lokalizacija po glavnom idealu (p) 
sa maksimalnim idealom (p)A( p). Dalje je: 
x E A * x -= it 11 CP ( x ) , vp(x) > 0 <#. x kJ, , VpEP a xE n Avv 
	
pEP 	 pEP 
Pa je sam domen A jednak preseku odgovarajueih lokalizacija: 
A = n A vP 	 (8) 
pEP 
Dalje, za svako aEA,a$ 0, vaii vp (a) $ 0 samo za konaeno mnogo valuacija 
familije (vp )pcp, jer iz jednoznaenosti faktorizacije imamo: 
vp , (a) 
	 vpni (a) 
	
a = up, 	 ...pm 	 vp ,(a) > 
	 > 0 
a E MVp 	 E Mv pin 
dok u ostalim valuacionim domenima A t,
P 	
vp, (a) = 0 tj. a je inverzibilan 
u njima. Na ovaj naein dokazana je sledeoa, teorema koja u suRini kaie da je 
svaki UFD Krulov domen. 
Teorema 3 3 8 Neka je A UFD, k = Frac(A) i (Fp) familija svih p-adienth 
valuacija indukovanih atomima u A. Tada ova familija• zadovoljava sledede 
uslove: 
(i) Svaka valuacija familije (Fp) je diskretna ranga 1
. 
(ii) Presek svih valuacionih prstena je sam prsten A, A 
= nvE, Av. 
(iii) Va E A , a $ 0, vat v(a) = 0 za gotovo sve valuacije familije (Tr). 	 q 
3.4 Invertibilni ideali u faktorijalnom domenu 
Za razlomljen ideal I E l(A) definike se njegov inverzni 	 sa: 
/ -1 = A : / = {x E k xI C A} 
Oeigledno uvek vaii // -1 C A. Invertibilni ideali bite oni kod kojih vaii i 
obratna inkluzija. 
Definicija 3.4.1. Razloniljen ideal I je invertibilan ako je 
	 = A. 
Neka je // -1 = A. Tada je 
	
1 = 	 + • • • + anba 	 (1) 
za neke 	 E./,bi E 	 Mnoienjem poslednje jednakosti sa x, gde je x E I 
dobija se: 
x = (bix)ai + • • • + (6,,x)a,, Vx E I 
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Kako su bix E A ideal / je konatno generisan I = (al, , an). Ako je domen 
A jog i kvazilokalan onda bar jedan od elemenata ajlri u jednakosti (1) mora 
biti invertibilan. U suprotnom bi naime svi bili u maksimalnom idealu M < A 
odakle prema (1) dobijamo kontradikciju 1 E M. Neka je npr. albs invertibilan 
i x E I. Tada za neko c1 E A 
	
1= ctibici 	 x = (blcix)cri = I = (al) jer bicix E A 
Na taj nadin dokazana su slededa tvrdjenja u vezi sa invertibilnim idealima; 
(1) Svaki invertibilan ideal je konaeno generisan. 
(ii) Svaki invertibilan ideal u kvazilokalnom domenu je glavni. 
Mo .ie se pokazati i da se invertibilnost ideala euva lokalizacijom: ako je I invert-
ibilan ideal u A onda je i Is invertibilan ideal u As, gde je S C A multiplikativno 
zatvoren podskup. 
Teorema 3.4.2. Invertibilni ideali v faktorijalnorn domenu sit glavni. 
Dokaz. Neka je A UFD, k = Frac(A) i I E I(A) invertibilan ideal. 
I-1 =-A:I={xEk x/cA} = Ix Ek I icAx-11 
II = A =. (O1+ • • + ank, =1 za neke aj E ,bj / -1 
bi /-1 	 b i / C A 	 Icb, 1 A 	 / C n in Abi l 
Neka je sada x E n 1 Abti 1 . Tada je bix E A,... ,b,,x E A pa vali: 
x = ctl(xbi)+ • • + ar,(xb ri ) E I 
odakle je 	 C I. Iz ove i prethodne inkluzije sledi da je I ni 
S obzirom da je A UFD, prema 2.5.4 I je glavni ideal. q 
Kako je svaki glavni ideal (a), gde je a # 0, invertibilan, u kvazilokalnim 
domenima invertibilni i glavni ideali se poklapaju. Svaki konatno generisani 
ideal ne mora medjutim biti i invertibilan. Klasu domena u kojima je svaki 
konatno generisan ideal invertibilan zovemo PHI f erovim domenima. Prema 
definiciji Bezuovog domena svaki konaano generisan ideal je glavni, dakle i in-
vertibilan, pa je svaki Bezuov domen i Frit f erov. S druge strane, svaki valua-
cioni domen je i Bezuov, pa imamo sledede inkluzije: 
Valuacicmi domeni C Bezuovi domeni C Priiferovi domeni 	 (2) 
Moe se pokazati da u vezi sa ovim domenima vane slededa tvrdjenja 	 na 
koja demo se kasnije pozivati. 
Teorema 3.4.3. Neka je A domen i I konaano generisan ideal. I je invertibilan 
akko INT je glavni ideal za svaki maksimalan ideal M < A. q 
Teorema 3.4.4. Kvazilokalan domen je valuacioni akko je Bezuov. q 
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Teorema 3.4.5. Za domen A slededa tvrdjenja su ekvivalentna: 
(i) A je Prvferov domen. 
(ii) Ap je valuacioni domen za svaki prost ideal P a A. 
(iii) A,N je valuacioni domen za svaki maksimalan ideal M a A. q 
Teorema 3.4.6. Neka je A Prii f erov domen, k = Frac(A) i V valuacioni 
domen: A C V C k. Tada je V lokalizacija po prostom idealu, tj. V morn biti 
oblika Ap, za neki prost ideal P a A. q 
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G lava 4 
Neterini prsteni i 
generalizacija jednoznaene 
faktorizacije 
Razlieite klase komutativnih prstena u algebarskoj teoriji brojeva i algebarskoj 
geometriji nisu faktorijalni domeni. Ipak, neki od njih poseduju nelto slabija 
svojstva koja molemo smatrati i nekom vrstom generalizacije jednoznaene fak-
torizacije. Umesto faktorizacije elemenata, u Neterinim prstenima posmatra 
se "faktorizacija" ideala. Jednoznalna dekompozicija elemenata u proizvod 
atoma u UFD-u, u Neterinim prstenima mole se zameniti primarnom dekom-
pozicijom ideala (teorema 4.3.3), dok se u Dedekindovim domenima, posebnoj 
klasi Neterinih domena, mole zameniti jednoznaenom "faktorizacijom" ideala u 
proizvod prostih ideala (teorema 4.4.4). 
4.1 Definicija i osnovne osobine Neterinih prstena 
Definicija 4.1.1. Komutativan prsten R je Neterin ako zadovoljava neki od 
ekvivalentnih uslova: 
- Svaki rastuoi lanac ideala u R je konaean. (ACC) 
- Svaki neprazan skup ideala u R irna maksimalan element u odnosu na inkluziju. 
- Svaki 	 prstena R je konaano generisan. 
Neterini prsteni eine liroku i po svojim specifienostima znaeajnu klasu prstena, 
pa se kao takvi eesto posebno razmatraju. Za faktorizaciju su posebno zanimljivi 
Dedekindovi i glavni domeni kao posebne klase Neterinih domena. Iz obilja ma-
terijala vezanih za ove prstene bide spomenute samo neke ad teorema znaeajnih 
sa stanovilta faktorizacije. Detaijnija analiza ovih prstena, kao i dokazi svih 
tvrdjenja mogu se nab u [5, 17, 24]. Jedna od najvalnijih teorema vezana za 
ove prstene je Krulova glavnoidealska teorema. 
1 Dovoljno je ogranititi se na proste ideate. 
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Teorema 4.1.2 (Krulova glavnoidealska teorema). 
Neka je prsten R Neterin , x E R , x R* i p minimalan prost ideal prstena 
R koji sadrii glavni ideal (x). Tada je ht(p) < 1. 2 	 q 
Teorema 4.1.3 (Generalizacija Krulove glavnoidealske teoreme). 
Neka je R Neterin prsten i I = (at , ... , a,) ideal prstena R, I # R. Ako je p 
rainirnalan prost ideal nad I onda je ht(p) < n. 	 q 
Posledica 4.1.4. Prosti ideali it Neterinom prsten sit konaene visine. q 
Teorema 4.1.5 ([24]). Za valuacioni domen R sledeci uslovi sit ekvivalentni: 
(1) R je DVR. 
(2) R je glavni. 
(3) R je Neterin. 	 q 
Teorema 4.1.6 ([24]). Za prsten R sledeci uslovi sit ekvivalentni: 
(1) R je DVR. 
(2) R je kvazilokalan, glavni i nije polje. 
(3) R je lokalan3 , dim(R) > 0 i rnaksirnalan ideal M je glavni. 
(4) R je lokalan, integralno zatvoren i dirn(R) = 1. q 
Teorema 4.1.7 ([17]). 
Neka je R Neterin integralno zatvoren domen i P(R) = { p a R I ht(p) = 1 }. 
Tada je Rp DVR za svaki minima/an prost ideal p E 2(R) i 
PEP(R) 
Za rasirenja Neterinih prstena vane sledeca tvrdjenja: 
Teorema 4 1 8 (Hilbert). Ako je R Neterin prsten onda je i prsten polinoma 
R[X] Neterin. q 
Teorema 4.1.9. Ako je R Neterin prsten i S C R multiplikativno zatvoren 
pods/cup onda je i RS Neterin. q 
Teorema 4.1.10. Ako je R Neterin prsten onda je i prsten formalnih redova 
R[[X]] Neterin. q 
4.2 Jednoznacna faktorizacija u Neterinim domenima 
U Neterinim domenima svaki rastuci lanac ideala: 
Il C 12  C 73 ... 
je konaean. To posebno znaci da je i svaki rastuci lanac glavnih ideala: 
(ai) C (a2) C (a3)... 
2 Ako x nije delitelj nule onda je ovde ht(p) = 1. To specijalno vvaii ako je R domen. 
3 Neterin kvazilokalan. 
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konaean, tj. vaii uslov ACC]. pa je svaki Neterin domen atomitan. Neterin 
domen je dakle i UFD ako zadovoljava uslov (A2) ili neki od njegovih ekvi-
valenata. To posebno znaei da je Neterin Gausov domen UFD. Ovo se moie 
formulisati i u obliku sledeeeg tvrdjenja. 
Tvrdjenje 4.2.1. Neterin domen R je UFD ako zadovoljava jedan od sledeoth 
uslova: 
(1) Svaki atom it R je prost. 
(2) Presek glavnih ideala it R je glavni ideal. q 
Pored ovoga primenom Krulove glavnoidealske teoreme moie se pokazati da 
Neterinim domenima vaii i obrat teoreme 1.1.21. 
Teorema 4.2.2. Neterin domen R je UFD akko je svaki minimalan prost ideal 
p E P(R) glavni. 
Dokaz. Minimalni prosti ideali u svakom faktorijalnom domenu su glavni pa je 
dovoljno dokazati jednu implikaciju. Pretpostavimo da je R Neterin domen i da 
su svi ideali u P(R) glavni. Prema prethodnom tvrdjenju dovoljno je pokazati 
da je svaki atom prost. Neka je zato p E R atom ipaR minimalan prost ideal 
koji sadrii (p). Onda prema teoremi 4.1.2 vaii ht(p) = 1 tj. p E P(R). Prema 
pretpostavci p je onda glavni ideal, p = (q) , q R`. Tada je: 
(p)C(q) 	 p= qr , rER 	 (1) 
Kako je p ireducibilan mora biti r E R* pa su prema (1) elementi p i q 
asocirani, odnosno (p) = (q) = p. Odavde je (p) prost ideal tj. p je prost 
element. q 
Teorema 4.2.3. Neka je A glavni domen. Tada je A[[X]] UFD. 
Dokaz. S obzirom da je A glavni domen, dakle Neterin to je i A[[X]] Neterin 
pa moeemo primeniti prethodnu teoremu. Neka je p minimalan prost ideal u 
A[[X]]; p je konaeno generisan pa postoje formalni redovi f ].,..., fn takvi da je 
p = f„). Neka su a, E A slobodni koeficijenti ovih formalnih redova, 
f, = a, + Xg„ , g, E A[[X]] , =- 1,...,n 
	 (2) 
Tada je (al , ,a„) ideal u A. Kako je A prema pretpostavci glavni domen, 
postoji a E A tako da je (al, , a„) = (a). Postoje dakle elementi E A takvi 
da je a, = ab, , i = 1, ... ,n. Tada je prema (2) : 
fa = ab, + Xg, , gt E A[[X]] , i = 1, ...,n 	 (3) 
Kako X p, jer bi u suprotnom imali (X) C p,sto je u kontradikciji sa pret-
postavkom da je p minimalan prost ideal, iz (2) i (3) ideal p generisan je for-
malnim redom: 
f = a + Xg , g E A[[X]] 	 (4) 
Odavde p = (f) je glavni ideal i A[[X]] je prema prethodnoj teoremi UFD. q 
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Primer 4.2.4. 
4)(1] , kg]] , k[X]1[71] , Z[i][[X]]  , Z[Va][[X11 
su faktorijalni domeni. • 
4.3 Primarna dekompozicija ideala u Neterinim 
prstenima 
Kao motivacija za uvodjenje pojma primarnog ideala i primarne dekompozicije 
mote posluiiti prsten celih brojeva Z, ili bilo koji glavni domen A. Neka je zato 
A glavni domen, dakle i UFD, i a E A nenulti, neinvertibilni element domena 
A. Tada a ima prostu faktorizaciju. 
a = 	 (i) 
U terminima ideala, ovo znaei da svaki pravi ideal (a) a A ima jednoznatnu 
"faktorizaciju": 
(a) (pi )"(1,2 )n2 	 (pk rk 	 (pl r 1 n (pi n2 ) 	 n • • • n (pk )nk 	 (ii) 
gde su pi prosti elementi, ni > 0 i (pi)ni = 
	 Iz ovih osobina, aritmetika 
glavnih domena sliena je aritmetici prstena celih brojeva, .gto ih cini udobnim 
za rad. Lako se pokazuje da ideali (pi)ni u dekompoziciji (ii) imaju osobinu: 
be E (pi) n' b (pd., = c E (pi)ni, tj. oni su primarni. Na taj naein, svaki 
ideal glavnog domena mote se na jedinstven natal razlotai u presek primarnih. 
U glavnim domenima je (pk ) = (p) k , pa je svaki primaran ideal stepen prostog 
ideala. Ovo medjutim ne vaei u prozvoljnom Neterinom domenu, npr. u prstenu 
polinoma k[X, Y] nad poljem k ideal (X, Y2 ) je primaran i nije stepen prostog. 
Struktura ideala u prstenu polinoma sa vise neodredjenih nad poljem bitna je 
u algebarskoj geometriji. Da bi se dobila neka vrsta generalizacije jednoznatne 
faktorizacije ideala u ovim prstenima, motivisani primerom glavnog domena, 
proizvod menjamo presekom ideala, dok stepen prostog menjamo primarnim 
idealom. Daeemo kraei prikaz ovog razlaganja uz napomenu da se svi dokazi 
tvrdjenja vezanih za primarne ideale, kao i dokaz teoreme 4.3.3, mogu naoi npr. 
u [15]. 
Definicija 4.3.1. IdealIaRje primaran ako:abEI#.aEIVVEIza 
neko k > O. Ideal I je ireducibilan ako I=JnK =I=J V I = K, za sue 
ideateJ,KprstenaRzakojejeICJiICK. 
Moie se pokazati da je u komutativnim Neterinim prstenima svaki ireducibilan 
ideal primaran. .Prema ovoj definiciji prosti ideali su i primarni dok obratno 
ne mora da vaei. Takodje stepen prostog ideala ne mora biti primaran, niti 
primaran mora biti stepen prostog 4 . Svakom primarnom idealu q moeemo med-
jutim pridru2iti jedan prost ideal, njegov radikal: 
p 	 = {x E R I x k E q za neko k > 0} = 	 n J 
JDq, J prost 
4 Stepeni maksimatnih ideala su primarni. 
(1) 
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U torn slutaju katemo da je q p-primaran ili da je p asociran prost ideal za 
q. Za primaran ideal q, ideal p = f odredjen je jednoznaeno, medjutim ideal 
p mote biti asociran i za druge primarne ideale, npr. u prstenu 7Z primarni 
ideali (p2 ), (p3 ), imaju isti asociran prost ideal (p). Kako je, Vq i cfr, =- 
•,/q„ n • • • n q„ = ql n • • n vrb.„ to je za p-primarne ideale q„, , q„, ideal 
g i n. • •ng,., takodje p-primaran. Svaki ideal sadrtan je oeigledno u svom radikalu. 
Ideale koji su jednaki svom radikalu zovemo radika/nim idealima. Svaki prost 
ideal je prema tome i radikalan. Ako je I radikalan ideal onda je: 
	
I=Nu= n P 	 (2) 
p DI 
pa je radikalan ideal presek familije prostih ideala koji ga sadrte. U ovom 
preseku motemo se naravno ogranieiti samo na minimalne proste ideale nad 
I. U Neterinom prstenu takvih je konaeno mnogo pa je svaki radikalan ideal 
Neterinog prstena presek konaeno mnogo prostih. Ova lepa osobina radikalnih 
ideala ne prenosi se medjutim na sve ideale Neterinog prstena. 
Definicija 4.3.2. Ideal la R ima primarnu dekompoziciju ako postoje primarni 
ideali q„, , q,„ takvi da je I = q„ n • • • fl chi . Ova dekompozicija je redukovana 
ako nijedan od ideala qi ne sadrii presek ostalih i ako su asocirani prosti ideali 
pi = rnedjusobno 
Uslov kidanja lanaca u Neterinim prstenima dovoljan je da bi se svaki ideal 
predstavio kao konaean presek ireducibilnih. Ako to ne bile ispunjeno, s obzirom 
da je prsten Neterin, postojao bi maksimalan ideal / sa tom osobinom. Taj ideal 
nije ireducibilan, pa je presek dva ideala I = J fl K. Medjutim J i K su prema 
pretpostavci konaeni preseci ireducibilnih ideala, tto je kontradikcija. Svaki 
ideal I Neterinog prstena R ima dakle konatnu dekompoziciju: 
I = J1 fl J2 fl • • • n Jr, gde su Ji ireducibilni. 	 (3) 
Jednoznaenost ove dekompozicije, koja nas ovde zanima, nije medjutim ispun-
jena i mote se narukti na razne naeine. Najpre, kako su Ji ireducibilni, oni su 
i gde je pi = 1.07. Mote se desiti da medju 
 pi -ovima ima jednakih, 
npr. pi = • • = pk = p. U tomslucajujev/Jl fl•••flJk =p, PaJlf1... fl Jk 
 
posmatramo kao jednu komponentu 5 . Na taj naein , mote se smatrati da je (3) 
primarna dekompozicija u kojoj su asocirani prosti ideali pi razlieiti. Takodje, 
ako neki od ideala Ji sadrii presek preostalih on se mote izostaviti, pa se mote 
govoriti o redukovanoj primarnoj dekompoziciji. Ovo se mote formulisati na 
sledeei natin; a Neterinom domenu R svaki ideal I ima konaenu dekompoziciju: 
I = 	 n K2 n • • • n K„ gde su 	 primarni t.d. 
	 (4) 
(i) Ki su pi-primarni6 . 
(ii) Prosti ideali p, su medjusobno razlititi, tj. dekompozicija (4) je redukovana. 
5 0vim se medjutim gubi ireducibilnost komponenata. 
Bp i su moida reducibilni. 
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I ovde se medjutim mogu javiti problemi, naime ideal I moie imati vise razlieitih 
redukovanih dekompozicija. Komponenta jednoznaeno je odredjena ako je 
p i minimalan prost ideal nad I. Sam ideal pi u tom slueaju zovemo izolovanim 
prostim idealom. Nasuprot tome, ako je za neko j ispunjeno pi D pi , onda 
je p i utapajudi ideal. Za utapajuei ideal p i komponenta Ki ne mora biti jed-
noznaeno odredjena pa su ovi ideali uzrok "nejednoznaenosti faktorizacije" (4). 
Ipak, komponente pi, kao i broj n, u dekompoziciji (4) odredjeni su jednoznaeno, 
ato je rezultat sledeee teoreme o dekompoziciji. 
Teorema 4.3.3 (Lasker-Noether). Neka je R komutativan Neterin prsten i 
I ideal u R. Tada postoje primarni ideali Qi,...,Q, takvi da je: 
I = Qi n Q2 n • • • n Q„. 
Ideali Q, imaju razlieite asocirane proste ideate pi i nijedan od njih ne sadrii 
presek ostalih. U svakoj drugoj primarnoj dekompoziciji za I morn biti n ideala, 
i skup asociranih prostih je isti. q 
Primedba. Asocirani prosti ideali pi = 	 prema ovoj teoremi jednoznaeno 
su odredjeni idealom I, i potpuno su nezavisni od izbora primarnih kompone-
nata Qi. Na taj naein svakom idealu I Neterinog prstena R mo2emo pridrueiti 
jednoznaeno odredjen prirodan broj n i konatan skup prostih ideala 
Ass(I)= {Pi,P2,• • • ,Pn} • 
Neka je sada A Neterin domen, S C A multiplikativan podskup, P ideal u 
A i U ideal u A. Ako sa Pe = PAS oznaeimo ekstenziju ideala P u As, 
i sa U° = U n A kontrakciju ideala U u A, mo2e se pokazati da onda va2i. 
(VU) C = (NrP ) CIr3e. Takodje se motie pokazati da za P-primaran 
ideal Q u A, takav da je Qns = 0 vaE Pns = 0 , Qe je primaran i Pe = N/Q e . 
Ideal (Qn)ec = Qn As n A zovemo n-tim siraboliekirn stepenom ideala Q, u 
oznaci Q(n). Stepen Qn primarnog ideala Q ne mora i sam biti primaran ali 
Q(n) je primaran ideal koji saditi Qn. Posebno, ako je i Qn primaran, onda je 
Qn = Qln) Vaii sledeae tvrdjenje. 
Tvrdjenje 4.3.4. Neka je q p-primaran, tj. p = f , i neka je n E N. Tada: 
(1) q (n ) je p-primaran. 
(ii) Ako je qn konaaan presek primarnih ideala, tada je p jedini izolovan ideal, 
an = q 1 n • • n qn 	 Kb: = p i odgovarajuen primarna komponenta je q(n). 1:1 
4.4 Jednoznaena faktorizacija ideala u 
Dedekindovim domenima 
Istorijski, pojam Dedekindovog domena potiee iz algebarske teorije brojeva i 
vezan je za prstene algebarskih celih. Zapravo, savremena komutativna algebra 
svoje potetke duguje reSavanju problema faktorizacije u ovim prstenima. Tratieei 
neku vrstu analogije jednoznaene faktorizacije koja ee vaiiti u svim prstenima 
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algebarskih celih, Dedekind (1871) uvodi pojam idela. Radi motivacije mote se 
pogledati slededi primer. 
Primer 4.4.1. A = Z[ \ /] 
Domen A nije UFD. U njemu nalazimo dve razlieite atomiene faktorizacije 
broja 6: 
2 • 3 = (1 + 1,5) • (1 - -/-5) 	 (1) 
Elementi 2 i 3 su atomi ovog prstena koji nisu prosti. Ako pogledamo ideale 
( 2 ) , ( 3 ) koje oni generiSu, mole se pokazati da je ( 2 ) = Pl , ( 3 ) = P2P3, 
gde je Pl = ( 2, 1 + •%/), P2 = (3,1 + fr5), P3 = (3,1 - 12Z). Dalje se 
pokazuje da su P1  P2, 
 P3  maksimalni, dakle prosti ideali domena A, kao i da 
vali: (1 + = P1 P2 ( 1 - / 5  = Pi P3. Sada se faktorizacija (i) zameni 
faktorizacijom ideala: 
( 2 )( 3 ) = ( 1 + •\.5)( 1 - 
	 ) 	 (ii) 
Koristeoi gornje jednakosti, (ii) postaje: PTP2P3 = P1 P2 P1 P3 Zamenom ele-
menata idealima koji oni generigu, od nejednoznaene faktorizacije (i), dobija se 
dakle jednoznaena "faktorizacija" (ii). • 
Ovu osobinu prstena algebarskih celih prvi je uoeio i dokazao Dedekind, pa 
se domeni u kojima se svaki ideal jednoznatno faktorge u proizvod prostih ide-
ala zovu Dedekindovi domeni. Ova osobina oeigledno je ispunjena u glavnim 
domenima. Za razliku od ideala, faktorizacija elemenata Dedekindovog domena 
ne mora medjutim biti jednoznaena, pa se na Dedekindove domene mote gledati 
kao na generalizaciju glavnih domena. Vremenom se doelo do puno ekvivalent-
nih karakterizacija ovih domena, pa se zato Dedekindovi domeni mogu definisati 
na razlieite (ekvivalentne) naeine. Uobieajena je sledeea definicija. 
Definicija 4.4.2. Domen R je Dedekindov ako je Neterin, integrabzo zatvoren 
i svaki pravi prost ideal it R je maksintalan. 
Sledeea teorema ([17],[t.96]) daje novu, pogodnu karakterizaciju Dedekin-
dovog domena. 
Teorema 4.4.3. Za dornen R slededi uslovi su ekvivalentni: 
(1) R je Dedekindov. 
(2) Svaki nenulti ideal it R je invertibilan. 
(3) R je Neterin i R,,, je DVR za svaki maksimalan ideal m it R. q 
Teorema 4.4.4. U Dedekindovom domenu R svaki nenulti ideal jednoznaano 
se faktoriife u proizvod prostih ideala. 
Dokaz. Egzistencija: Neka je I 0 0 proizvoljan ideal u R. Ako je I prost 
nema se Ata dokazivati. Ako I nije prost, on je sadrian u nekom maksimalnom, 
dakle prostom idealu P. Sada je, prema uslovu (2) prethodne teoreme, ideal P 
invertibilan, PP-1 = R, pa dobijamo faktorizaciju: 
	
/ = IR = (IP-1 )P , I IP-1 	 (i) 
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U (i) vaZi stroga inkluzija jer bi u suprotnom, iz 
	 = I, mnolenjem sa P 
dobili / = IP. Medjutim i ideal I je invertibilan, pa se mnotenjem poslednje 
jednakosti sa / -1 dolazi do kontradikcije, P = R. Ako je /P -1 prost, dokaz je 
zavrSen. Ako nije, onda postoji prost ideal Q koji ga sadrli i vaii: 
IP-1 = IR = (IP-1 Q -1)Q , IP-1 5 rp-1(2-1 	 (ii) 
Ovaj proces se dalje na isti naein nastavlja sve do traiene proste faktorizacije. 
Proces se mora zaustaviti jer je R Neterin pa se lanac I IP-1 IP-1 Q-1 ... 
prekida. 
Jednoznacnost: Neka su 
PiP2 • • • Pn = Cl1Q2 • • • Q. 	 (iii) 
dye razlieite faktorizacije, gde su Pi , Qj prosti ideali u R. Ovde je PI P2 . . . P„ C 
Qi je prost, pa se bez ogranieenja opZtosti mole pretpostaviti da je npr. 
P1 C Qi. Medjutim R je Dedekindov, dakle dimR < 1, pa land duline 2 ne 
postoje u R. Odavde mora biti PI  = Qi Mnoienjem jednakosti (iii) sa P -1 
 dobija se P2 . P„ = Q2 . . . Q,„,. Dalje se indukcijom po tz dobija m = n i odgo-
varajueom prenumeracijom Pi = Qi. q 
Primedba. U knjigama iz oblasti algebarske teorije brojeva mogu se naai i druge 
ekvivalentne karakterizacije Dedekindovih domena, izmedju ostalih i obrat teo-
reme 4.4.4. Istaknimo neke od tih karakterizacija u obliku sledeeeg tvrdjenja, 
uz napomenu da se dokazi svih ekvivalencija mogu nth u [5, 23, 26, 151. 
Tvrdjenje 4.4.5. Za domen R slededi uslovi su ekvivalentni: 
(1) Svaki pravi ideal u R jednoznaano se faktorige u proizvod prostih ideala. 
(2) Svaki pravi ideal u R faktorige se u proizvod prostih ideala. 
(3) Svaki pravi ideal u R je invertibilan. 
(4) Svaki razlornljeni ideal je invertibilan. 
(5) (I(R),.) je grupa. 
(6) R je Neterin, integralno zatvoren i dim(R) = 1. 
(7) R je Neterin i R,, je DVR za svaki maksimalan ideal m u R. 
(8) R je Neterin i Rp je DVR za svaki prost ideal p u R. 
(9) R je Neterin i Priferov. q 
Jednoznatna faktorizacija ideala, kaosto se mole videti iz primera 4.4.1, 
ne povlati za sobom jednoznaenu faktrizaciju elemenata. Takodje ne mora da 
vali ni obratno, npr. prsten polinoma k[X, Y1 nad poljem k je UFD all nije 
Dedekindov jer je dimenzije 2. Precizan odnos faktorizacije elemenata i ideala 
dat je sledeeom teoremom. 
Teorema 4.4.6. Dedekindov domen R je UFD akko je glavni. 
Dokaz. Neka je R Dedekindov, faktorijalan domen, p proizvoljan prost ideal u 
RiaE p. Kako je R UFD, a ima jednoznaenu faktorizaciju a = pppr , 
gde su pi prosti elementi u R. Dalje, kako je a E pip je prost, neki od elemenata 
pi, • • • ,pk pripada p. Neka npr. p1 pripada p tj. (pi ) C p. Kako je ht(p) = 1, 
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jer je domen R Dedekindov, i (pi) je prost ideal sadrlan u p, mora biti (pi ) = p, 
odnosno p je glavni. Neka je sada I proizvoljan ideal u R. Ideal / ima prostu 
faktorizaciju, a pokazano je da su prosti ideali glavni, pa je I glavni ideal, tj. 
R je glavni domen. Kako obratno oeigledno vali, ovim je teorema dokazana. q 
Teorema 4.4.6 lcarakterige glavne domene kao Dedekindove UFD domene i 
ima teste primene u algebarskoj geometriji; da bi dokazali da je normalan domen 
glavni dovoljno je dokazati da je dimenzije < 1 i da je faktorijalan. Na taj naein 
vidimo da su UFD domeni dimenzije 1 upravo glavni domeni, kao i da su lokalni 
UFD domeni dimenzije 1 diskretni valuacioni prsteni. U algebarskoj teoriji bro-
jeva ova teorema ima primenu u prstenima algebarskih celih. Ovi prsteni su 
integralno zatvoreni, Neterini, dimenzije 1 pa dakle i Dedekindovi. Pitanje fak-
torijalnosti ovih prstena teoremom 4.4.6 redukovano je na pitanje koji od ovih 
prstena je glavni. U algebarskoj teoriji brojeva postoji metod kojim se, pri-
menom teoreme Minkovskog ([3, 26, 23]), direktnim raeunanjem mole proveriti 
da li je dati domen glavni tj. da li je faktorijalan. 
Ako sa oznatimo klasu Dedekindovih domena, sa LI klasu faktorijalnih domena 
i sa 0 klasu glavnih domena, onda vazi s7 n it = 03. Odstupanje Dedekindovog 
domena od faktorijalnosti mole se dakle "izrneriti" njegovim odstupanjem od 
glavnog domena. Ako sa F(R) oznatimo grupu svih glavnih razlomljenih ideala 
Dedekindovog domena R, onda je F(R) podgrupa grupe svih nenultih razloml-
jenih ideala I(R), dok je je odgovarajuea grupa koja meri odstupanje od glavnog, 
odnosno UFD domena, faktorgrupa: 
C(R) = I(R)/F(R) 	 (1) 
Grupa C(R) zove se jo§ i grupa klasa ideala. Ona je u stvari specijalan slueaj 
grupe divizor klasa Krulovog domena. Pri tome je Dedekindov domen R UFD 
akko je grupa C(R) trivijalna, tj. akko je klasni razred 7 IC(R)I = 1. Mole se 
pokazati da je da je za sve prstene algebabarskih celih klasni razred konaean 
broj. Za d < 0 poznati su svi prsteni algebarskih celih Q(d) klasnog razreda 
1. Ima ih ukupno 9, (teorema 1.2.21). Mada se za d > 0 klasni razredi mogu 
izraeunati (tablice za d < 500 mogu se naei npr. u [4]), kao §to je veo reeeno, jo§ 
uvek nije dokazana Gausova hipoteza da ima beskonatno mnogo prstena Q(d) 
klasnog razreda 1. 
Razmotrimo sada blile faktorizaciju na proste ideale i odgovarajuae veze sa 
valuacijama. Neka je R Dedekindov domen i P skup svih prostih ideala u R 
razlieitih od O. Svaki razlomljeni ideal I E /(R) mole se na jedinstven natin 
predstaviti u obliku: 
fJ pnP (I) , gde je samo konatno mnogo np (I) E Z razlieito od O. (2) 
pEP 
Otigledno je iz (2) I C R ceo ideal akko su svi eksponenti n p (/) > O. Ako su 
7 Class number 
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sada 1, J E I (R) razlomljeni ideali, I = priP (/) , J = fJ pnP ( J) , onda Ica& 
iv, 11 pnp (I)+np (.7 ) 	 + 	 H p inf (np(1),np(J)) 
pEP 	 PEP 
inj ,il psup(np(1),np(J)) , 	 11 pn,(.0-Thp(J) 
PEP 	 PEP 
Odavde imamo sledeee osobine: 
(a) I C R n p (I ) >0 VpEP 
(b) I C J q rtp (I) > np(J) 
(c) n p (IJ) = mp(I) + np (J) 
(d) rtp (I + J) = inf (np (I ),np (J)) 
(e) mp g n J)= sup (n p (/),np (J)) 
Neka je sada a E R proizvoljan element razlieit od nule. Tada se glavni ideal 
(a) jednoznatno faktorile u proizvod: 
(a) = P nl " P2nP2 • • • lik P4 = ripv, (a) , ap, (a) = aP, 	 ( 3) 
pEP 
pa elementu a E R molemo pridrutiti preslikavanja v p1 , 	 , vp , : R 	 Z. 
Prema (c) i (d) za ova preslikavanja vale uslovi vi, v2, pa ih sa vp (a1b) -= 
v p (a) - v p (b) molemo proliriti do valuacija na polju razlomaka k = Frac(R). 
Na taj naein dolazi se do familije valuacija (v p ) pEr pridruienih Dedekindovom 
domenu R. Odgovarajuoi valuacioni prsteni su, slieno kao kod faktorijalnih 
domena, lokalizacije po prostim idealima p E P tj. 
R,„ ={xEkI v p (x) >0}= Rp , 
sa maksimalnim idealom m vp = pRp . Oni su naravno diskretni valuacioni 
prsteni (R je Dedekindov), v p (x) 0 0 samo za konaeno mnogo p E P (samo 
za one proste ideale koji ueestvuju u faktorizaciji glavnog ideala Rx) i sam 
domen R jednak je preseku svojih lokalizacija R = npEplip . Ovo upravo znadi 
da je svaki Dedekindov domen Krulov. Familija valuacija sa ovim osobinama 
mole se, prema teoremi 3.3.8, pridruliti i svakom faktorijalnom domenu, pa se 
oni mogu u •Airoj klasi Krulovih domena razmatrati sa istog stanovilta. Upravo 
iz toga vidi se i znataj Krulovih domena, kao univerzainog koncepta za ispiti-
vanje zajedniekih osobina Dedekindovih i faktorijalnih domena tj. faktorizacije, 
kako elemenata, tako i ideala. 
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Glava 5 
Grupa klasa divizora 
Krulovog domena 
5.1 Divizori 
Neka je A domen, k = Frac(A) i I(A) skup svih razlomljenih ideala razlieitih 
od nule. Zap, q E I(A) definiSemo relaciju p "ispred" q sa: 
p -< q <=>. Vx E Ic* (Ax D p 	 Ax q) def 
	
( 1 ) 
Ovako definisana relacija suprotna je relaciji inkluzije medju razlmljenim ideal-
ima jer p 2 q r p -< q. atigledno je prema (1) relacija "ispred" refleksivna i 
tranzitivna, pa predstavlja jedno preduredjenje na I(A). Ako stavimo: 
	
<=>13-.<4, 4 -<13 
	 (2) 
relacija "ispred" postaje uredjenje na kolieniekom skupu I(A)/ koji eemo 
oznaaiti sa D(A). Elementi skupa D(A) su klase ekvivalencije razlomljenih 
ideala, u oznaci div(p), za p E I(A) i zovemo ih divizorima prstena A. Pri 
tome je: 
div p < div 	 .p<q 
	 (3 ) 
	
div p = div q a p-q 
	 (4) 
Divizori glavnih razlomljenih ideala div (Ax) , x E k* zovu se glavni divizori, 
u oznaci div(x) , x E k*. Prema (4) dva divizora su jednaka ako odgovarajuei 
ideali imaju iste familije glavnih ideala nad sobom. Ako je p E I(A) onda 
postoji d E A ,d00 tako da je dp C A tj. p C Ad - '. Prema definiciji je dakle 
raziomben ideal sadrZan u nekom glavnom razlomljenom idealu, pa ima smisla 
posmatrati presek: 
(5) 
1 Koristi se i oznaka P < Q, pri eemu se podrazumevaju divizori. 
3-3= n Ax , p I(A) 
AxD p 
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Prema ovoj definiciji je ]3] C Ad -1 , odnosno dp C A. Takodje je p $ 0, jer 
D p # 0, pa je p E /(A) razlomljen ideal. Pri tome vaii: 
div p < div q <r> p -< q q 1: D 	 (3') 
div p = div q p p^ q q 13] = 	 (4') 
Definicija 5.1.1. Razlornljen ideal p E I(A) je divizorski ako je p = 13. 
Prema ovoj definiciji divizorski ideali bide nenulti preseci nepraznih familija 
glavnih razlomljenih ideala. Iz toga neposredno vale sledeCe osobine: 
- Glavni ideali kao i nenulti preseci glavnih ideala su divizorski ideali. 
- Nenulti presek familije divizorskih ideala je divizorski ideal. 
- Ako je p divizorski ideal onda je i px divizorski ideal, x E k*. 
Kako je p = p, ideal 13 je divizorski i p 	 pa je p najmanji divizorski ideal 
koji sadrii p. Taj ideal jedinstven je u klasi div p. Ako je i q divizorski ideal u 
toj klasi, onda je div q = div p pa je q = 15. Kako je q divizorski -4 = q, pa je 
q = p odakle sledi jedinstvenost ovog ideala. 
Neka su sada p, q E /(A) i neka je q : p = 	 E k xp C q}. Mole se pokazati 
da je onda i ideal q : p E /(A). 
yEq:p q yxEq, xEp <=> yEqx- x E p \ {0} <=> y E sEn qx -1  p {0}  
Odakle je: 	 P = n qx-i 
xEp \ {0} 
Ako je q divizorski ideal, onda su divizorski i ideali qx -1 ,xEp, x 0  0 pa 
je takav i njihov presek, odosno ideal q : p je divizorski. If vezi sa divizorskim 
idealima vaii sledeCe tvrdjenje [5]. 
Tvrdjenje 5.1.2. Neka su p, q E I(A). Tada vaii: 
(1) Ako je q divizorski ideal onda je i q : p divizorski ideal. 
(2) div p = div q ,<=> A : p = A : q. 
(3) 13 = A : (A : p). q 
Prema ovom tvrdjenju ideal p E I(A) je divizorski akko je p = A : (A : p) tj. 
ako je (p -1 ) -1  = p. Specijalno, ako je I invertibilan ideal onda je H -1 = A pa 
je (/ -1 ) -1 = I. Kao posledicu dobijamo sledeCe tvrdjenje. 
Tvrdjenje 5.1.3. Svaki invertibilan ideal je divizorski. q 
Teorema 5.1.4 ([5]). 
(i) Svaki odozgo (odozdo) ograniten podskup u D(A) i rna supremum (infimusy). 
Ako je (p i )i E ) familija elemenata iz I(A) ogranidena odozgo (odozdo) onda je 
sup (div pi) = div (nisi) , inf (div pi) = div (E pi) 	 (5) 
(ii) (D(A), <) je mre2a. q 
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Prema ovom tvrdjenju za p, q E 1(A) skup {p, q} ogranieen odozgo u D(A) sa 
p fl q, i odozdo sa p + q ima supremum i infimum. 
sup (p, q) = div (fin 	 inf (p, q) = div (p + q) 	 (6) 
Posebno, ako su x, y E k* onda: 
A(x + y) C Ax + Ay = div A(x + y) > div (Ax + Ay) -= inf (div Ax, div Ay) 
pa za glavne divizore vati: 
div (x + y) > inf (div(x), div(y)) 	 ( 7) 
Lema 5.1.5. Neka su p, q, r E 1(A) i p -< q. Tada je i pr < qr. 
Dokaz. Ax D pt = Ax py (Vy E r) 	 Axy-1 D p (Vy E r) 
Axy-1 q (Vy E 	 Ax D qy (Vy E r) 	 AxD gr  
Svaki glavni ideal koji saddi pr sadni i qr pa je prema definiciji relacije " < " 
ispunjeno pr -‹ qr. q 
mre2asto uredjenom skupu D(A) mo2e se definisati binarna operacija " +" 
na sledeei natin: 
Saglasnost sa uredjenjem: Ako je div p < div q prema lemi 5.1.5 je onda i 
div(pr) < div(qr). Prema definiciji operacije "+" onda je i div p + divr < 
div q + divr tj. "+" je saglasno sa uredjenjem. 
Neutralni element: Kako je Ap = p, za svako p E I(A) 
div p = div Ap = div p + div A 
pa je neutralni element 0 = div A = div(1). 
Asocijativnost i komutativnost: 
(pq)r = p(qr) = (div p + div q) + div r = div p + (div q + div 
pq = qp 	 div p + div q = div q + div p 
Iz ovih osobina dobija se: 
Teorema 5.1.6. (D(A),+) je uredjen komutativan monoid. q 
e div p + div q d=f  div pq 	 ( 8) 
Dobra definisanost: Neka je div p = div p' , div q = div q'. To znaei da je 
p , q q' tj. p < p' , p' < p , q < q' , q' < q. Primenom prethodne 
leme i tranzitivnosti relacije " < " dobija se: pq -< p'q < pig' p'q' < p'q -< pq. 
Odavde je pq p'q', odnosno div(pq) = div(p'q'), iz Cega sledi dobra defin-
isanost operacije "+". 
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Neka je p E I(A) razlomljen ideal. Tada je prema definiciji uredjenja na D(A): 
div p > 0 <r> div p > div A <4. p C A 
Pozitivni elementi u D(A) su prema tome celi ideali u A. Naravno, vain pitanje 
ovde je odrediti uslove pod kojima ee (D(A), +) biti grupa. To posebno vaii 
ako se ogranieimo na glavne divizore; neka je zato FM) = { div(x) I x E k* }. 
Tada za x, y E k* vati: 
div(x) = div(y) <=> Ax = Ay <=> Ax = Ay 	 ( 9) 
div(x) < div(y) <rt Ax < Ay <=i , Ax J Ay 	 (10) 
Ax • Ax -1 = A #- div(x) + div(x-1 ) = 0 	 (11) 
Iz ovih osobina dobija se: 
Teorema 5.1.7. (F(A),+) je uredjena Abelova grupa sa uredjenjem induko-
vanim uredjenjem" < " na D(A). Takodje je FM) 'LL--1 P`, gde je (P*,•) multi-
plikativna grupa glavnih razlomljenih ideala uredjena inktazijom. q 
Za P, Q E D(A) definitemo relaciju: 
P (2 a P = Q + div(x) za neko x E k* 	 (12) 
Uvedena relacija " e-z: " je relacija ekvivalencije na DM). Elemente P, Q E D(A) 
takve da je P Q zovemo ekvivalentnim divizorima. Iz definicije (12) vidi se 
da su za divizorske ideale p, q divizori div p, div q ekvivalentni akko p = qx za 
neko x E k*, kao i da je relacija " " saglasna sa " + ". D(A)/ odnosno 
D(A)/F(A) je komutativan monoid koji zovemo monoidorn divizor klasa na A. 
Neka je J(A) = {J E I(A) JJ -1 = A} skup invertibilnih ideala u A i neka 
su p, q E J(A). Tada i pq E J(A) jer pp -1 
 = qq 1  = A #• pq(pq) -1 = A. 
Takodje je div p + div 13 -1 = 0, pa je i J(A) jedna podgrupa monoida D(A). 
Kako je svaki glavni ideal invertibilan vale sledeee inkluzije: 
FM) C J(A) C D(A) 
Mote se posmatrati monoid D(A)/ J(A), kao i faktorgrupa J(A)/F(A). Faktor- 
grupu J(A)/F(A) zovemo jot i Pikarovom grupom domena A, u oznaci Pic(A). 
Lema 5 1 8 Neka su p, q E J(A) takvi da je div p = div q. Tada je p = q. 
Dokaz. Neka r E J(A), divr = O. Tada iz r C Air 1 = A, sledi da je 
divr + div r 1  = 0 odnosno div r -1 = O. To znati da su r,r 1 C A tj. c, A : 
tCAodaklejeACA: (A : r) = r. Sada rC A i ACr daje A = r tj. 
jedini invertibilan ideal r takav da je div r = 0 je sam domen A. Ako su sada 
p, q E J(A) invertibilni ideali za koje je div p = div q onda je div p - div q = 0 
odnosno divpq -1 = O. Kako je pq -1 invertibilan, jer je pq -1 (pq -1 ) -1 = A, 
prema prethodnom mora biti = A tj. p = q. q 
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Teorema 5.1.9. Monoid D(A) je grupa akko je A kompletno integralno zatvoren. 
Dokaz. (=.0 Neka je x E k skoro ceo nad A tj. A[x] E I(A). Tada je: 
xA[x]C A[x] 	 div(xA[x]) > divA[x] 	 div(x) + div A[x] > div A[x] 
Kako je D(A) uredjena grupa, iz poslednje relacije bite div(x) > 0, odnosno 
Ax C A, pa je x E A. 
(a:) Neka je sada A kompletno integralno zatvoren domen tj. A = I : I za 
svaki razlomljeni ideal I E I (A). Neka je p E I (A) proizvoljan razlomljen ideal. 
Dovoljno je naei inverzan element u D (A) za div p. Koristeei osbinu razlomljenih 
ideala I : JK = (I : J) : K za I, J, K E I (A) i kompletnu integralnu zatvorenost 
domena A dobija se sledeea jednakost: 
A : p(A : p) = (A : p) : (A : p) = A 
Odakle je 	 A : (A : p(A : p)) =A:A=A 
div(p(A : p)) = div A =• div p + div(A : p) = 0 
Iz poslednje jednakosti A : p je traieni inverzni element. q 
Definicija 5.1.10. U slueaju kompletno integralno zatvorenog domena A fak-
torgrupu D(A)/F(A) zoverno grupom klasa divizora iii grupom divizor klasa 
domena A, u oznaci 
Cl(A) = D(A)/F(A) 
Primedba. Grupa divizor klasa ne mora se definisati ovim putem. Jedan od 
moguelh natina za dobijanje grupe CI(A) je sledeoi [12]; Za D(A) uzmemo skup 
svih divizorskih ideala sa operacijom " • " : 
de p • q f  = A: (A : pq) (13) 
Desna strana ove jednakosti je prema 5.1.2 takodje divizorski ideal. Na ovaj 
natin umesto sa klasama div p radimo sa reprezentima tih klasa - divizorskim 
idealima. Ratunanjem se moee pokazati da je ovako uvedena operacija asocija-
tivna i komutativna sa neutralnim elementom A, pa je (D(A), • ) komutativan 
monoid. Uredjenje na D(A) dato je sa: 
p < q .(=> A:pDA:q 	 (14) 
Ako je A kompletno integralno zatvoren D(A) postaje uredjena Abelova grupa. 
Dobijena grupa Cl(A) = D(A)/F(A) je ista kao i grupa dobijena definicijom 
(8), pa su (8) i (13) ekvivalentne definicije. 
5.2 Krulovi domeni 
Definicija 5.2.1. Doman A je Krulov go postoji familija (V)iEj valuacionih 
prstena, A C 14 C k, k = Frac(A) takva da su ispunjena slededa tri uslova: 
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(K1) 14 su glavni valuacioni (DVR). 
(K2) A = niE, vi- 
	
(1) 
(K3) Ako je a E A, a $ 0 onda se a nalazi u najvile konano mnogo maksimal-
nih ideala Mi domena Vi, tj. invertibilan je skoro u svakom 
Osobina (K3) je osobina tzv. lokalne konaanosti preseka (1). Ako je potrebno 
naglasiti valuacijski pristup prethodna definicija mote se dati i u sledeoem ek-
vivalentnom obliku; 
Definicija 5.2.2. Doman A je Krulov ako postoji familija (vOiE)  valuacija 
njegovog polja razlornaka k za koje su ispunjeni slededi uslovi: 
(K1) Valuacije 	 su diskretne. 
(KO A = niE , Au: . 	 (2) 
(KD Presek (2) je lokalno konaaan; ako je a E A,a$13 onda je vi(a) 0 samo 
za konaano mnogo i E I. 
Beskonatna familija diskretnih valuacionih prstena 	 koji definiSu Krulov 
domen u 5.2.1 ne mora biti jednoznatna. Ako sa P(A) oznatimo skup mini- 
malnih prostih ideala u A, mote se pokazati da za svaki minimalan prost ideal 
p E P(A), A p pripada familiji (Vi)i E / kao i da je A = 	 Ap [17, 241. Na 
PEP(A) 
taj natin familija (Ap) pep(A) je minimalna familija koja definiSe Krulov domen 
A. Zbog toga se definicija Krulovog domena testa daje i u sledeeem obliku: 
Definicija 5.2.3. Damen A je Krulov ako su ispunjeni sledeoi uslovi: 
(K{') A p je DVR za svaki minimalan prost ideal p. 
(KT) A = npep(A) A P • 	 (3) (K3) Presek (3) je lokalno konaCan; ako je a E A, a ~ 0 onda a tell u najvile 
konadno mnogo p E P(A). 
Sledeee dye teoreme su neposredna posledica definicije Krulovog domena, teo-
reme 3.3.8 i osobina familije valuacija koje se mogu pridrutiti svakom Dedekin-
dovom domenu. 
Teorema 5.2.4. UFD je Krulov domen. q 
Teorema 5.2.5. Dedekindov domen je Krulov. q 
Kako postoje Dedekindovi domeni sa nejednoznatnom faktorizacijom, kao i fak-
torijalni domeni koji nisu Dedekindovi iz prethodnih teorema vidi se i znataj 
Krulovih domena kao Sire, objedinjujuOe klase u okviru koje se mogu ispiti-
vati njihova zajednieka svojstva. Teorema 5.2.5 mote se dobiti i kao posledica 
sledeoe teoreme iz koje vidimo da klasa Krulovih domena sadrti i biroku klasu 
normalnih 2 domena. 
Teorema 5.2.6. Neterin integralno zatvoren domen je Krulov. 
2 Neterini integralno zatvoreni domeni. 
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Dokaz. Neka je A normalan domen i P(A) = 1p a A I ht(p) = 	 Prema 
4.1.7 An je DVR za svako p E P(A) i A = 	 A, pa je dovoljno pokazati 
13 ma) 
lokalnu konatnost ovog preseka. Neka je a E A,a0 O. Glavni ideal aA ima 
konaenu primarnu dekompoziciju: 
aA = qi n • • n q n ; Ass(aA) = {p i , 	 , p„} , p, = \AT 	 (4) 
Iz primarnog razlaganja (4) sledi da ima samo konaeno mnogo minimalnih 
prostih ideala koji sarte glavni ideal aA pa a le2i u najviSe konaeno mnogo 
p E P(A). q 
Svaki Krulov domen je i integralno zatvoren kao presek valuacionih domena 
koji su integralno zatvoreni. Svaki Krulov domen nije medjutim i Neterin. Npr. 
kpfi , X2, . . .1 prsten polinoma sa beskonaeno mnogo promenljivih nad poljem k 
je UFD pa je Krulov i oeigledno nije Neterin pa obrat teoreme 5.2.6 ne mora da 
vaii. Mogu se takodje naei primeri Neterinih ili integralno zatvorenih domena 
koji nisu Krulovi. 
Teorema 5.2.7. Svaki Krulov domen je kompletno integralno zatvoren. 
Dokaz. Kako je Krulov domen lokalno konaean presek diskretnih valuacionih 
prstena dovoljno je dokazati da je svaki diskretni valuacioni prsten kompletno 
integralno zatvoren. DVR je prema 3.3.4 UFD, pa je prema teoremi 2.5.6 kom-
pletno integralno zatvoren. q 
Ako imamo familiju Krulovih domena (Ai)i E j sadrianih u istom polju k i sa 
(v„), E j oznaeimo familiju diskretnih valuacija koje definiu Ai onda i familija 
(tvu )j e j, gde su tvu restrikcije valuacija v u na kolienieko polje domena niEf 
zadovoljava uslove definicije 5.2.2. Iz toga se dobija sledeee tvrdjenje. 
Lema 5.2.8. Neka je (A1)2€1  familija Krulovih domena sadrianih u istom polju 
k eiji je presek lokalno konaean. Tada je i A = R E' 	 Krulov domen. q 
Posledica 5.2.9. Ako je A Krulov domen, k = Frac(A) i potpolje polja k 
onda je i A n k' Krulov domen. q 
Posledica 5.2.10. Neka je A = RE , V, Krulov domen. Tada je i podpresek 
A' = njEj  Vj , gde je J C I, takodje Krulov. 
Dokaz. Svaki diskretni valuacioni prsten Vj je Neterin i integralno zatvoren dakle 
Krulov. Kako je A C 171 C k, za svako j E J, prema lemi 5.2.8 i n 1E j Vj je 
onda Krulov. q 
5.3 Ra§irenja Krulovih domena 
Teorema 5.3.1. Lokalizacija Krulovog domena je Krulov domen. Preciznije, 
ako je A = nici A. Krulov domen i S C A multiplikativan podskup, onda je 
As = njE A y.; , gde je: 
J={jEl I vi(s)=0 ,sES}={jEI I AsCA„ ; } 
	
(5) 
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Dokaz. Najpre se pokazuje da je 	 I s = 0 <4. As C A„ ) . Neka je zato vi I s = 0 
i alsEAs,aEA,sES. Tada je 
v3 (al s) = v3 (a)— v 3 (s) = vi(a) > 0 
jer je A C 44„, . Odavde je al s E Av., pa imamo inkluziju As C Avi . Obratno, 
ako je As C 
	 i s E S proizvoljan element, onda 1/s E A u, , odakle je 
v} (1/s) = vi (1) — v } (s) = 	 (s) > 0 
Kako je S C A, vall i vs(s) > 0, pa mora biti v} (s) = 0, odnosno vi I s = O. 
Posebno, odavde imamo i inkluziju As C ri e A„,. 
Neka sada x E n, E, A„,. A je Krulov domen pa je iz uslova 	 skup in- 
deksa { i E I I vi(x) $ 0 } konaean. Specijalno je onda konaean i njegov 
podskup J' =- E I I vt(x) < 0 Dalcle za t E x O  A„, pa t J. 
Postoji dakle element st E S takav da je vt(st) > 0 npr. vt(st) = mt. Tada je: 
x) = nt m t + vt (x) 
Biramo nt ta,ko da je vt(sr x) > O. Ako za konaean skup indeksa stavimo 
8 = MEP stnt valiee vt(sx) > 0, za svako t E I. Odavde je sx E A tj. x E As, 
pa je ovim dokazana i obratna inkluzija, dakle As = RE./ Sada je As 
Krulov prema 5.2.10. q 
Prirnedba. Obrat ove teoreme val. i pod uslovima Nagatine teoreme [13]: ako je 
A domen u kome vati uslov ACC]. I S C A multiplikativan podskup generisan 
familijom prostih elemenata takav da je As Krulov domen, onda je i A Krulov. 
Teorema 5.3.2. A Krulov 	 A[X] Krulov. 
Dokaz. Neka je A = R EF Av , gde je F-familija diskretnih valuacija koja definiee 
Krulov domen A i neka je k = Frac(A). k[X] je glavni domen, dakle i Krulov, 
pa je k[X] = nviEG A uf , , gde je G-familija p-adienih valuacija indukovanih 
atomima f E k[X]. Svaka glavna valuacija v E F, v : k —> Z, moie se produiiti 
do valuacije w : k(X) Z, na sledeei natin; za polinom p (X) = ao + aiX + 
• • + anXn iz k[X] defini§emo: w(p (X)) dg min{v(a,)}. Za ovako definisano 
preslikavanje vaie uslovi (vi), (v2) pa se moie produNti do valuacije na k(X) 
stavljajuai w(p (X)Iq (X)) = w(p (X)) — w(q (X)). Neka je F'-familija ovako 
dobijenih valuacija. Sve valuacije v} E G , to E F' su diskretne i ako je p E k[X] 
onda je v}(p) $0,w(p)00 samo za konaeno mnogo v} E G,wEF'. Dovoljno 
je pokazati da je tada: 
A[X] = n A[X]„, n n A [X].) .k [x] n n A[X] w ) 	 (6) 
v1EG 	 wEF' 	 wEF' 
Neka je p = ao + aiX + • + clan E A[X]. Kako je A C A„ , Vv E F to je 
i v(ai) > 0, i = 0, 	 ,n odakle je i w(p) = min{v(ac)} > O. To znati da p E 
A[X],„ , tj. A[X] C 	 Vw E F'. Kako je A[X] C k[X] time je dokazana 
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inkluzija A[X] C k[X] fl (nA[X] w ). Neka sada polinom p E k[X] pripada i 
preseku RDEF, A[X]„,. To znaei da je w(p) > 0, Vw, odnosno min{v(ai)} > 
0, Vv. Odavde: 
v(a,) > 0 Vv,Vi = a E 	 Vv,Vi 	 aiE n A„ = A 
vEF 
Odavde p E A[X] , eime je dokazana jednakost (6). q 
Indukcijom se odavde dobija da je i prsten polinoma 	 X,,1 Krulov 
ako je A Krulov. Mole se takodje pokazati da je onda i A[Xi , X2, .] Krulov. 
Koristeti jednakost (6) mole se pokazati da su minimalni prosti ideali prstena 
polinoma A[X] oblika pA[X], gde je p E P(A), ili oblika (f) fl A[X], gde je 
f E k[X] ireducibilan polinom. 
Teorema 5.3.3. A Krulov 	 A[[X]] Krulov. 
Dokaz. Neka. je A = IL E/ A, , gde su A, diskretni valuacioni prsteni. To posebno 
znati i da su A, kompletno integralno zatvoreni pa je takav i svaki od prstena 
Ai[[X]] , i E I. Kako je svaki od njih i Neterin, prema 5.2.6 Ai[[X]] , i E I 
su Krulovi domeni. Ako je k = Frac(A) onda je k[[x]1 DVR, pa je Krulov i 
A 1 [[X]] c k[[4, Vi, pa je 
A[[X]] = n Ad[X]] 	 ( 7) 
iEl 
presek unutar 14[X]]. Presek (7) nije medjutim i lokalno konaean jer element X 
nije invertibilan u Ai[[X]] za gotovo sve i E I. Da bi dobili lokalnu konaenost 
preseka proeirimo A i [[X]] stavljajudi B, = Ai[[X]][X -1]. Bi su Krulovi ka,o 
lokalizacije Krulovih i 	
A[[X11= k[[X]] n( n B1) 	 (8) 
=El 
Neka je f E A[[X]] , f 0 
f = anXn + an+ir+1 + 	 , 	 0 , a, E A 
X -n f = an + an-FIX + • • E kg]] n n Bi) 
iEl 
Odavde je f neinvertibilan u 131 akko je a n neinvertibilan u A i . Takvih i-ova je 
medjutim samo konaeno mnogo jer je presek niE , Ai lokalno konatan. Sada je 
A[[X]] Krulov prema 5.2.8. q 
5.4 Divizori u Krulovim domenima 
Neka je sada A Krulov domen sa odgovarajucom familijom diskretnih valuacija 
(v,), E f. Prema 5.2.7 A je kompletno integralno zatvoren pa je monoid divizor 
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klasa, (D(A), +), uredjena grupa prema 5.1.9. Za razlomljen ideal p E I(A) 
definiSe se: fe 
vi(p) d=- sup (u, (X)) 
Az) p 
Familija celih brojeva vi (x)1 Ax D p } je ogranieena jer za proizvoljan element 
aEp,a00 vati aA C xA vi(a) > v t (x). Neka je sada p divizorski ideal, 
p = nAxD p Ax. Tada y E p akko y E Ax kad god Ax D p. Odavde je vi(y) > 
vi(x) , Vi paje vi(y) > v2 (p) , Vi. S druge strane, ako je vi(y) > vi(p) , Vi, onda 
je vi(y) > vi(x) kad god je p C Ax. Odavde je sada vi(y/x) > 0 pa y/x E A 
kad god Ax D p tj. y E nAxD p Ax = p. Iz ovoga imamo sledeou karakterizaciju 
divizorskih ideala p, q u Krulovom domenu A : 
(a) y E p <=s vi(y) 	 vi(p) , Vi. 
(b) p 	 q q vi(p) 	 th(q), Vi. 
(c) vi (x) = v i (Ax) , Vx E k*. 
Neka je sada p E I(A) proizvoljan razlomljen ideal. Tada postoje x, y E k* 
takvi da je Ax C p C Ay. Tada je vi(x) > vi(p) > v i (y) , Vi. Kako je A Krulov 
domen, biee v i (x) 0, v2 (y) 0 0 samo za konaeno mnogo i E I, odakle je i 
v2 (p) 0 za konaeno mnogo i E I, pa za razlomljene ideale vaZi: 
(d) V p E I(A) vi(p) 0 samo za konaeno mnogo i E I. 
Prema (d) mole se posmatrati preslikavanje: 
(vi(P))ier 	 (10) 
skupa divizorskih ideala Krulovog domena u mreZasto uredjenu grupu Z(/). Ako 
se ogranieimo samo na cele divizorske ideale onda p C A =. vi(p) > vi(A) tj. 
vi (p) > 0, Vi E I. Ovim je definisano preslikavanje skupa celih divizorskih 
ideala u skup pozitivnih elemenata uredjene grupe Z ( I) . Pri tome vaii: 
p C q A vi(p) > vi(q) , Vi = (vi(P))iE/ 	 (vi(c1))ie/ 
(vi(P))ie/ = (vi(cl))ier <=> vi(p) = vi(q), Vi tr> p = q 
pa je ovo preslikavanje injektivno i opadajuee. Ove osobine mogu se formulisati 
u obliku sledeee lame. 
Lema 5.4.1. Neka je A Krulov domen odredjen familijom valuacija (vdiet 
Tada je preslikavanjem p H (vi(p))iE/ uspostavljena monotona injekcija skupa 
celih divizorskih ideala u skup pozitivnih elemenata uredjene grape 7L( 1). q 
Kako u uredjenoj grupi D I) svaki neprazan podskup pozitivnih elemenata ima 
minimalan element, neposredno se dobija sledeea posledica. 
Posledica 5.4.2. Svaka neprazna familija celih divizorskih ideala Krulovog 
domena ima maksimalan element ti odnosu na inkluziju. q 
Teorema 5.4.3. Mitten A je Krulov akko A je kompletno integralno zatvoren 
i zadovoljava uslov ACC na divizorskim idealima. 
( 9) 
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Vaii i vise: Ako sa P(A) oznadimo skup ekstremalnih elemenata grupe D(A), 
onda je P(A) baza 7L-modula D(A). Pozitivni elementi grape D(A) su linearne 
kombinacije elemenata iz P(A) sa koeficijentirna > O. 
Dokaz. Ako je A Krulov on je kompletno integralno zatvoren prema 5.2.7, dok 
uslov ACC na divizorskim idealima vaii prema 5 4 2 Obratno, neka je sada 
domen A kompletno integralno zatvoren i ispunjava uslov kidanja lanaca di-
vizorskih ideala. D(A) je tada mre2asto uredjena grupa prema 5.1.4 i 5.1.9. 
Ako divizor div p pridruien razlomljenom idealu p E I(A) shvatimo Imo divi-
zorski ideal, (iz klase div p odaberemo predstavnika )), onda uslov ACC na 
divizorskim idealima znaei da svaki neprazan podskup iz D(A) ima minimalan 
element. Sada je, prema 3 2 15 D(A) = Z(1) , P(A) generige grupu D(A) i poz-
itivni elementi su kombinacije elemenata iz P(A) sa koficijentima > O. Neka je 
x E k* proizvoljan element, div(x) = div Ax. div Ax E D(A) pa su jednoznaeno 
odredjeni koeficijenti vp(x) E Z, takvi da je: 
div(x) = E vp (x)P 	 (11) 
PEP(A) 
Svakom elementu x E k`, prema formuli (11), mode se pridruZiti familija celih 
brojeva (V p(X))pEl iz Z(I) , gde je I = P(A). Na taj naein, aim definidemo 
vp(0) tr co, dolazimo do familije preslikavanja vp : k 1—* Z , P E P(A). Iz 
osobina glavnih divizora dobija se: 
div(xy) = div(x) + div (y) 	 E vp (xy)P = E(vp(x)+ vp(y))P 
div(x+y) > inf (div(x), div(y)) 4 E vp(x+y)P > inf (E vp (x)P, 	 vp (y)P) 
Prelaskom u grupu 7L (1) dobija se: 
vp (xy) = vp(x) + vp (y) , vp(x + y) > inf (vp (x), vp (y)) 
pa su za familiju preslikavanja (V p) ispunjeni uslovi v2, v2. Na taj naein familija 
(t/p)pEp(A), je familija diskretnih valuacija pridruiena domenu A. Sam domen 
A je presek odgovarajueih valuacionih prstena, A = npEp(A) Ave,  jer je: 
xEzta AxCila div(x) > 0 <=*. E vp(x)P > 0 -4* vp(x) > 0, VP E P(A) 
PEP(A) 
x Av,,,VP EP(A) qxE n Av, 
PEP(A) 
Iz izomorfizma D(A) 	 z( ') , na familiju (vp)p E p(A) mode se gledati kao na 
element grupe Z(P ( A)) . Zato je vp(x) 0 samo za konaeno mnogo elemenata 
P E P(A). Ispunjeni su svi uslovi definicije 5.2.2 pa je domen A Krulov. q 
Definicija 5.4.4. Valuacije odredjene forrnudom (11) su esencijalne valuacije 
Krulovog domena. 
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Neka je u E I(A) proizvoljan razlomljen ideal i diva E D(A) odgovarajuei 
divizor. Prema 5 4 3 
div u = E np (u)P 	 (12) 
PEP(A) 
S druge strane u = > Ax, pa je: 
xEu 
div u = div E Ax = inf (div Ax) = inf ( E vp(x)P = E (inf vp(x))P 
xEu 	 xEu 
	 xEu 
xEu 	 PEP(A) 	 PEP(A) 
Iz poslednje jednakosti dobijamo koeficijente uz ekstremalne divizorske ideate 
P E P(A) u jednakosti (12) ; np(u) = inf vp(x), gde su vp esencijalne valuacije. 
xEu 
Ako se u klasi diva odabere divizorski ideal u eiji je divizor dat formulom (12), 
onda: x E u i(=> Ax C u <=> Ax C u <=> div(x) > diva 4=> E vp(x)p > 
E np (u)P vp(x) > np(u) , VP E 2(A). Na taj naein divizoru (12) odgovara 
divizorski ideal: 
u= .( xE k I vp (x) > np , VP E F(A)} 
	 (13) 
gde su vp esencijalne valuacije Krulovog domena A. Sledeea tvrdjenja u vezi sa 
divizorima Krulovih domena, kao i svi dokazi mogu se naei u [5] iii u [12], 
Teorema 5.4.5. Neka je P ekstremalni divizor Krulovog domena A i p di-
vizorski ideal koji mu odgovara. Tada je p prost i valuacioni prsten Ay, je 
lokalizacija A y , odnosno A n je DVR. q 
Teorema 5.4.6. Neka je A Krulov domen i p ceo ideal u A. Tada je p divi-
zorski ideal koji odgovara ekstremalnom divizoru P akko je p minima/an prost 
ideal u A. q 
Primedba. Prema ovoj teoremi moie se uspostaviti bijekcija medju mini-
malnim prostim idealima Krulovog domena i maksimalnims divizorskim ide-
alima. To je i razlog zato ove ideale identifikujemo i koristimo istu oznaku 
2(A). Grupa D(A) Krulovog domena A generisana je prema 5 4 3 ekstremal-
nim divizorima. Ravnopravno je zato reei da je ona generisana maksimalnim 
divizorskim idealima, ( ako iz svake klase za predstavnika odaberemo divizorski 
ideal ), odnosno, prema poslednjoj teoremi, minimalnim prostim idealima u A. 
U Krulovim domenima od interesa su dakle samo minimalni prosti ideali (prema 
5.4.7 divizori ostalih prostih ideala jednaki nuli u D(A)). Dokazi narednih teo-
rema mogu se nab u [5, 12]. 
Teorema 5.4.7'. U Krulovom domenu svaki pravi prost ideal q sadrzi prost 
ideal p , ht(p) = 1. Ako je ht(q)> 1 onda je div q = 0 i A:q= A. q 
Teorema 5.4.8. Neka je A Krulov dornen, v valuacija polja k = Frac(A) takva 
da je v(a) > 0,aE A i p= {xEAlv(x)>0}. Akojeht(p)=1 onda je v 
esencijalna valuacija. q 
3 U odnosu na inkluziju. 
72 
V
ir
tu
al
 L
ib
ra
ry
 o
f F
ac
ul
ty
 o
f M
at
he
m
at
ic
s -
 U
ni
ve
rs
ity
 o
f B
el
gr
ad
e
el
ib
ra
ry
.m
at
f.b
g.
ac
.rs
Teorema 5.4.9 (teorema o aproksimaciji). Neka su 	 medjusobno 
razli5ite esencijalne valuacije Krulovog domena i nj, 	 , nk celi brojevi. Postoji 
x E k takav da je vi(x) = nj , i = 1, 	 , k 1 v(x) > 0 za svaku esencijalnu 
valuaciju v razlititu od 	 ,vk. q 
Lema 5.4.10. Ako su p, q i r divizorski ideali Krulovog domena i p C q onda 
postoji x E k takav da je p = q n rx. q 
Neka je sada p E I(A) divizorski ideal. Tada postoji d 0 tako da je p C Ad. 
Ad je glavni ideal pa samim tim i divizorski. Ako sa q i r oznatimo divizorske 
ideale Ad i A, onda se primenom prethodne leme dobija da postoji x E k takav 
da je p = Ad fl Ax, pa je p presek glavnih ideala. Obratno naravno vati uvek 
prema definiciji divizorskih ideala pa imamo sledeeu karakterizaciju divizorskih 
ideala u Krulovim domenima. 
Teorema 5.4.11. Razlomljen ideal p E I(A) Krulovog domena A je divizorski 
akko je presek dva glavna razlorraljena ideala. q 
Teorema 5.4.12. Neka je A Neterin integralno zatvoren darner'. Tada 
(1) Ako je P ekstrernalni divizor i p odgovarajudi divizorski ideal onda je n-ti 
sirnboliaki stepen p ( n ) = pnilp fl A divizorski ideal p (n) 	 v p (x) > n}. 
(2) Ako je u ceo divizorski ideal, div u = E.,k_ i n,P, njegov divizor i pi divizorski 
ideali koji odgovaraju ekstrernalnim divizorinza Pi , onda je u = nk 1P (ni) jedt.n- iii= 
stveno primarno razlaganje ideala u i ideali pi su izolovani. q 
Neka je A Krulov domen Prema prethodnim tvrdjenjima familiju ekstremal-
nih divizora, T = P(A), koji generilu uredjenu grupu D(A), molemo identifiko-
vati sa familijom minimalnih prostih ideala u A tako Eto ekstremalnom divizoru 
P E D(A) pridrulimo divizorski ideal p. Neka je (v p ) pET familija esencijal-
nih valuacija odredjenih formulom (11) i u E /(A) proizvoljan razlomljen ideal. 
Prema prethodnom vali: 
	
div u = E vp(u)div p , v p (u) = 	 vp (x) 	 (14) 
PCP(A) 
Sada se mole definisati preslikavanje: 
T ciLy4i z 	 div u(p) d=f  v (u) 
	 (15) 
Kako je vp (u) $ 0 samo za konaeno mnogo p E T, svakom razlomljenom idealu 
u E I(A) mole se pridruliti familija (vp (u))pcx iz Z (T) . Na taj natin dolazi se 
do preslikavanja: 
I(A) A  z(T) 
	
div u d—if (Vp (U))pET 	 (16) 
Kako za a, b E /(A) vali: div ab = div a + div 6, preslikavanje div je homomor-
fizam sa sledeeim osobinama: 
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(1) div (A : a) = —div a 
(2) div (A : (A : a)) = div a 
(3) a C b 	 div a > div b 
(4) div (a + b) = inf{ div a, div b} 
(5) div a n I)) = sup{ div a, div b} 
(6) Restrikcija na divizorske ideate! D(A) 	 Z ( je izomorfizam koji euva 
poredak. 
Iz poslednjeg izomorfizma, rad sa divizorima u Krulovom domenu A moeemo 
zameniti udobnijim radom sa uredjenom grupom Z (T) . Elementi grupe D(A) 
sada su formalne sume E pET n p p, gde je samo konaeno mnogo n p E Z razlieito 
od nule, dok je sabiranje formalnih suma dato sa: 
E n p p + L mpp = E(n, ± mop 	 (17) 
pE T 	 pE T 	 pE T 
Za x E k* sada je prema (11): div(x) = 	 v p (x)p gde su v p esencijalne valu- 
acije. Kako je za x, y E k* ispunjeno div(xy) = div(x) + div(y), preslikavanje 
env k* 1-4 D(A) je homomorfizam. Mika Im(k*) pri ovom homomorfizmu je pod- 
grupa F(A) glavnih divizora Krulovog domena. Ova razmatranja daju novu 
moguenost za definisanje grupe divizor klasa Krulovog domena; ako sa D(A) 
oznatimo skup svih formalnih suma 
D(A)= E no I np  # 0 samo za konaeno mnogo p E T } 
pE T 
i sabiranje definieemo sa (17), onda je grupa divizor klasa 0(A) tf D(A)/F(A), 
gde je F(A) = Im(k*). 
5.5 Grupa divizor klasa Krulovog domena 
Neka su A i B Krulovi domeni, A C B i P(A),P(B) minimalni prosti ideali 
ovih domena. Neka je q E P(B) takav da je qnA = p E P(A). Kako je B q 
DVR njegovi ideali su oblika q"B q  za neko rt. Posebno je i (q fl A)B q = pBq 
 ovog oblika tj. postoji jednoznaeno odredjen broj e takav da je pB q = 
Definicija 5.5.1. Broj e odredjen na ovaj main zovemo indeksom grananja p 
u q, u oznaci e = e(q/p). 
Za Krulove domene A i B, A C B od posebnog znaeaja su uslovi pod kojima 
ee kontrakcija minimalnog prostog ideala iz B biti minimalan prost ideal u A. 
Zbog toga se istiee uslov NBU 5 : 
(NBU) 	 q E P(B) 	 ht(q n A) < 1 
4 Ovde se divizor P identifikuje sa svojim divizorskim idealom p. 
5 No Blowing Up 
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Ako je ovaj uslov ispunjen mole se definisati homomorfizam grupa D(A) i D(B) 
koji euva uredjenje. Vali sledeea teorema [5]: 
Teorema 5.5.2. Neka Krulovi domen{ A i B, A C B zadovoljavaju uslov 
(NBU). Tada 
(1) Skup RP = {qEP(B) I q1-1A=- 0 je konaaan za svako p E P(A). 
(2) Preslikavanjern i :7) (A) —r D(B) definisanim sa: 
	
i(p) = E e(q/p)q 	 (18) 
q E RP 
odredjen je rastuoi homomorfizam grape D(A) u grupu D(B) koji nova glavne 
divizore i supremurn. Ako je x E Frac(A) , x # 0 i U, V E D(A) onda je: 
(3) i (divAx) = divBx 
(4) i(sup(U,V))=-sup(i(U),i(V)) q 
Homomorfizam D(A) —r D(B) indukuje homomorfizam: 
	
: Cl(A) —r Cl(B) 	 (19) 
za koji se takodje koristi oznaka i. Sa stanovi5la faktorijalnosti posebno je bitno 
kada su ove grupe izomorfne, tj. kada je homomorfizam i 1-1 i na. Injektivnost 
i surjektivnost ovog homomorfizma zavisiee pre svega od vrste rairenja. 
Definicija 5.5.3. Neka je A domen, k= Frac(A) iACBCk gde je B prsten 
sadrian u k. B je ravan A-rnodul (ravna A-algebra) ako za svaki maksimalan 
ideal m a B vazi B,,, = Am 
 nA 
Ravno ranrenje B D A ima sledeou osobinu: ako su p, q proizvoljni ideali u A 
onda je 
	
(p n q)B pB n qB 	 (20) 
Valan primer ravnog rakirenja domena A je lokalizacija As, ako As posmatramo 
kao A-modul. Osim ravnih, od interesa su cela rthrenja, kao i podpreseci. Mole 
se pokazati da vaii sledeee tvrdjenje ([12]), koje kale da je u tim slutajevima 
ispunjen uslov NBU. 
Tvrdjenje 5.5.4. Neka je A domen i B DA A-algebra. Uslov NBU ispunjen 
je u sledeeim slueajevima: 
(a) B je ravan A-modul. 
(b) B je podpresek. 
(c) B je celo nad A. q 
Za celo ra:sirenje B 2 A, minimalan prost ideal p E P(A) je kontrakcija mini-
malnog prostog ideala p E P(B). Kako za par (A, B) vali uslov INC, ideal V  je 
jedinstven ideal sa tom osobinom tj. RP = }. Sada je prema (18) 
i(P) = 6 (3/13)f 
Odavde je ker i = 0, pa je homomorfizam i u sluff aju celih raSirenja injektivan. 
Za ravna ra:Sirenja vali sledeea lema. 
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Lema 5.5.5. Neka su A, B Krulovi domeni i neka je B ravna A-algebra. Tada 
su ekstenzije divizorskih ideala divizorski ideali tj. ako je u divizorski ideal u A 
onda je uB divizorski ideal u B i njegov divizor je slika divizora u: 
divB(uB) = i(divAu) 	 (21) 
Dokaz. Prema 5.4.11 u = Ax n Ay za neke x, y E Ics. Ideal u mote se predstaviti 
i u obliku tt (Aa n Ab), gde su a, b, d E A {0}. Kako je B ravan A-modul, 
prema (20) je Bu = d -1 (Ban Bb). Iz poslednje jednakosti Bu je divizorski ideal 
kao presek glavnih ideala Krulovog domena B. Ispunjen je uslov NBU pa je i 
homomorfizam koji, prema 5 5 2, euva glavne divizore i supremum. Koristeei 
ove osobine dobija se: 
diva (uB) = div (B a n B b) 	 = sup (diva a, diva b) — diva d 
= sup (i (divA a), i (divA b)) — i (div A d) = i (sup (divA a, divA b)) — i (div A d ) 
= i(divA (A a n Ab)) — i(div A d) = i(divA (C 1 (Aa n Ab))) = i(divpu) q 
Neka je sada A Krulov domen, S C A multiplikativan podskup (0 0 S), P(A) 
skup minimalnih prostih ideala uAiA=1 -ipiep(A) Api . Kako za q E P(A) vati 
As C A q * q n S = 0, prema teoremi 5.3.1 vatiee As = n piE T Ap i gde je: 
T = { qi E P(A) As C 	 } ={ qi E P(A) qi n S = 0 } 
D (A) je prema 5.4.3 slobodna Abelova grupa ( izomorfna sa Zv (A) ) generisana 
ekstremalnim divizorima: 
D(A) = ( div p, I pi E P(A)) 
	 (23) 
D(As) je takodje slobodna Abelova grupa generisana sa: 
D(As) = (div pi I E P(A) , pi n s = 0) 
	 (24) 
Ako sa G oznaeimo grupu generisanu skupom Idly pi I pi E P(A) , pi n s 	 } 
dobija se: 	
D(A) = D(As) e G 	 (25) 
jezgro keri a=-: G. Homomorfizam i u ovom slueaju otigledno je surjektivan, pa 
je surjektivan i odgovarajuai homomorfizam i : CI(A) 	 Cl(As), definisan sa: 
Odavde je D(As) = D(A)/G, pa je za homomorfizam i : D(A) 	 D(As), 
i(divAu+F(A)) °=f (divAu) + F(As) 
	 (26) 
Teorema 5.5.6. Homomorfizarni : Cl(A) -4 CI(AS) je surjektivan i uz prethodno 
uvedene oznake vaii: 
ker(i) = (G + F(A))/ F(A) = G/(G n RA)) 	 (27) 
Dokaz. Kako je lokalizacija As ravan A-modul, zap E P(A) , p n S = 0, vati: 
(i) 
	
divAs(PAs) = i(divAp) 
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Dok za xEA,s€8 	 divAs(x/a ) = i(divAx). Proizvoljan element div u + 
F(A) E Cl(A), pripada jezgru ker(i) akko je i(div u + F(A)) E F(As) tj. 
i(div u) F(As) = divA s (x/s ) = i (divA x) 
Odavde je i (div u — divAx) = 0 u D(As),  pa je div u — divAx E ker(i) = G. 
To znaei da dint E G + F(A), odakle je ker(i) = (G + F(A))/F(A). Druga 
jednakost sledi iz teoreme o izomorfizmu. q 
Teorema 5.5.7. Neka je, uz prethodno uvedene oznake, S generisan familijorn 
prostih elernenata. Tada je Cl(A)r= Cl(As). 
Dokaz. Neka je p E P(A) , pnS # 0. Tada postoji s = 	 pnS. Ideal 
p je  prost, pa se mote pretpostaviti da npr. pl E p, odakle je Am, C p. Kako 
je ht(p) = 1, dobija se p = Apl tj, p je glavni ideal pa je G C F(A). Prema 
prethodnom tvrdjenju, jezgro ker(i) je trivijalno pa je i injektivno. Kako je I i 
surjektivno, grupe Cl(A) i Cl(As) su izomorfne. q 
Osobine grupe Cl(A) i homomorfizma i ojA.rno su opisane u [12]. Neke od tih 
osobina date su sledetim tvrdjenjima. 
Teorema 5.5.8 ([12]). Za Krulov domen A sledeoa tvrdjenja su ekvivalentna: 
(1) Cl(A) je torziona grupa. 
(2) Svaki podpresek domena A je lokalizacija. 
(3) (V f,g E A) (3n = n(f,g)) tako da je Afn n Agn glavni ideal. 
(4) (Vp E P(A)) p (n) je glavni za neko n > O. q 
Teorema 5.5.9 ([12]). Ako je A Krulov domen onda je Cl(A) 
	 Cl(A[X]) 
izomorfizarn. q 
Teorema 5.5.10 ([12]). Ako je A Neterin integralno zatvoren domen onda je 
C1(A) —> Cl(A[[X]]) rnonornorfizarn. q 
5.6 Grupa C1(A) i faktorizacija 
Znataj grupe divizor klasa C1(A) Krulovog domena A pri ispitivanju faktorijal-
nosti ogleda se u tome 'ato se njenim ratunanjem mote, ne samo utvrditi da li je 
A UFD, veo se u suprotnom na neki naein mole i "izmeriti njegova nefaktorijal-
nost" . Pri definisanju faktorijalnog domena A kod nekih autora, ([5],[12]) koristi 
se grupa divizor klasa; faktorijalan domen A definFSe se kao Krulov domen sa 
trivijalnom grupom divizor klasa. Razlog tome je slede6a. teorema. 
Teorema 5.6.1. Neka je A domen, k = Frac(A) i P* = {Ax x E k*}. Tada 
sit slededi uslovi ekvivalentni: 
(1) A je Krulov domen i Cl(A) = O. 
(2) P* 2-tZ (1) i izornorfizam 6uva uredjenje. 
(3) A je Krulov domen i svaki minirnalan prost ideal p E P(A) je glavni. q 
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Dokaz. (1) #. (2) : Kako je domen A Krulov prema 5.4.3 je D(A) = ZU), gde 
je I = P(A). S druge strane, CI(A) = 0 pa je D(A) F(A) = P* odakle sledi 
tvrdjenje. 
(2) =• (3) : Neka je Z (n = P* i Ax 4 (vi(x))j E i odgovarajuoi izomor-
fizam koji glavnom idealu Ax, x E k* pridruXuje element (vi(x))i e j iz Zl fl. Ako 
fiksiramo i preslikavanje x 	 vi(x) je jedna valuacija polja k; f je homomorfizam 
pa je f (Ax Ay) = f (Axy) = f (Ax) + f (Ay), odnosno: 
(vi(xY))ier = (vi(x) + vi(Y))iei 
Odavde se neposredno dobija osobina (v i ) : vi(xy) = vi(x) + vi(y). Iz mretiaste 
uredjenosti grupe Z (/) i izomorfizma P* Z( / ) , za svako x,y E IC postoji 
inf (Ax, Ay) = Az, gde je z = nzd (x, y). Odavde je inf (vi(x), vc (y)) = vi(x). S 
druge strane, Ax, Ay > Az Ax, Ay C Az = A(x + y) C Ax + Ay C Az. 
To znaei da je A(x + y) > Az, pa je vi(x + y) > vi(x) = inf(vi(x), vi(y)) 
tj. ispunjena je i osobina (v2) : vi(x + y) > inf(vi(x), vi(y)). Za fiksirano 
preslikavanje : k* -4 7L je dakle jedna diskretna valuacija. Na taj naein, 
posredstvom izomorfizma f, dobijena je familija (vi)iE.r, diskretnih valuacija 
polja k = Frac(A) sa odgovarajueim diskretnim valuacionim prstenima, 
= {x E 	 I vi(x) 
	 0}. 
Ako je sada x E A, onda je Ax C A tj. Ax > A odakle je vi(x) > 0, Vi E I. 
To znaei da je x E Av„ Vi tj. x E niE , A,. Ovim je dokazana inkluzija 
A C niEl A t„. Ovde vaii i obratna inkluzija, jer za x E fl A. vaii vi(x) > 0 , 
odakle je (vi(x))i E / > 0. S obzirom da f euva uredjenje, prelaskom u grupu 
P* dobija se Ax > A. Odavde je Ax C A pa x E A, odnosno niE ,A„ C A. 
Odavde je: 
n Avi =A 
tEl 
Ovaj presek je i lokalno konaean, jer (7),(x))jei E ZU) , pa je vi(x) # 0 samo 
za konaeno mnogo i E I. Ispunjeni su svi uslovi definicije 5.2.2 pa je domen A 
Krulov. Neka je q E P(A) proizvoljan minimalan prost ideal. Tada u q postoji 
neinvertibilan element aEA,a0 0. Grupa Z (/) , odnosno P*, generisana je 
ekstremalnim elementima, pa je i a proizvod ekstremalnih elemenata. Medjutim 
a E q i q je prost, pa bar jedan od ekstremalnih, npr. pa  E q. Kako su 
ekstremalni elementi u Z (1) , odnosno 2., prosti, to q sadrii prost ideal Ap a . 
Sada se iz q D Apa i ht(q) = 1 dobija q = Ap a , pa je svaki minimalan prost 
ideal glavni. 
(3) (1) : Neka je sada ispunjen uslov (3). Grupa D(A) generisana je 
tada glavnim divizorima, pa za proizvoljan divizor divu E D(A) vaii: 
div u = div pi + • • • + nk div Pk pi E P(A) , pi = Api 
tj. div u = div (A/2 1 ) 14 + • • • + div (Ap k )"k = div (Apr ... 44) = div (Ax), gde 
je x = p" 	 . Odavde je div u E F(A) glavni divizor. Kako to vaii za 
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proizvoljan divizor, dobija se da je D(A) = F(A) tj. Cl(A) = O. q 
Prema 3.2.16 domen A je UFD akko je 
	 a Z ( / ) Sada se prema poslednjoj 
teoremi mote dati nova definicija faktorijalnog domena. 
Definicija 5.6.2. A je domen sa jednoznaanorn faktorizacijorn ako je Krulov 
Cl(A) = O. 
Posledica 5.6.3 (Nagatina teorema). 
Dokaz. Pod pretpostavkama Nagatine teoreme, prema teoremi 5.5.7 ispunjeno 
je Cl(A) = Cl(As). Prema poslednjoj definiciji to znaei da je A UFD akko je 
As UFD. q 
Posledica 5.6.4. Krulov domen A je UFD akko je A[X] UFD. 
Dokaz. Prema 5 3 2 A[X] je Krulov domen, dok je prema 5.5.9 Cl(A) Cl (A[X]), 
odakle sledi tvrdjenje. q 
Tvrdjenje 5.6.5 ([51). 
(i) Neka je A domen i a, b E A takvi da je Aa n Ab = Aab. Tada je (aX + b) 
prost ideal prstena polinoma A[X]. 
(ii) Neka je sada domen A Krulov i a, b E A elementi za koje su Aa i Aa-+ Ab 
razliaiti prosti ideali. Tada je A[Xj/(aX + b) Krulov domen 
Cl(A[X] /(aX + b)) = Cl(A) 
Dokaz. (i) Neka je k = Frac(A). Oznatimo sa cp homomorfizam A[X} 1-+ k 
definisan sa so(f)= f (-b/a). Ako f E (aX +b), onda je oeigledno f(-b/a)= 0, 
pa f E Ker (w). Odavde se dobija inkluzija (aX + b) C Ker (w). Neka je sada 
f (X) = ao + ai X + • + anX" polinom koji pripada jezgru. Tada je 
f ( - b/ a) = ao + (-Wa)+ • • + ao (-bla)n -= 0 
0 = an f (-6/ a) = aoan - an-l b + + (-1)nan bn 
an f (X) - an f (-6/ a) = • • = (aX + b) (bo + b1 X + • • • + bri_ 1r-1 ) 
S obzirom da je an f(-b/a)= 0, poslednju jednakost moiemo pisati u obliku 
an f (X) = (aX + b)g(X) , 
gde je g(X) = bo + b1X + • • • + 
	
U razvijenom obliku imamo 
non + ctianX + • • • + ananXn = bbo + (bb1 + abo)X + • • • + abn_ir 
Prema uslovu AanAb = Aab, elementi a i b su koprosti, pa iz anao = bbo imamo 
da je bbo E AannAb = Aanlo , odakle an I bo. Slieno se iz uslova anal = bbi+boa 
dobija da a" 161. Nastavljajuei ovaj postupak vidimo da a" deli sve koeficijente 
polinoma g(X), odakle aX + b f (X), tj. f E (aX + b). Na ovaj natin dobija 
se i obratna inkluzija Ker (co) C (aX + b), pa je Ker (co) = (aX + b). Posebno je 
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onda i A[X] /(aX + b) = Int(w)= A[b/aj, odakle sledi traieno tvrdjenje. 
(ii) Polcakmo najpre da su ispunjene pretpostavke prvog dela tvrdjenja. Neka 
je f E Aa fl Ab, tj. 
f = ax = by , za neke x, y E A 
S obzirom da je a prost element kao i da a t b, jer bi u suprotnom d6gli do 
kontradikcije Aa + Ab = Aa, iz a by dobijamo da a I y tj. y = az, za neko 
z E A. Odavde je f = baz E Aab, pa je Aa n Ab C Aab. Kako obratna inkluzija 
yak uvek, ispunjene su pretpostavke iz (i) pa je (aX + b) prost ideal u A[X] i 
vaii: 
A[X] /(aX + b) A[b/a]= B 
Dalje pokazujemo da prost element a E A prelaskom u prsten B euva ovu 
osobinu. Ovo yak jer je: 
B/ Ba = A[X] /(aX + b) /aA[X] /(aX + b) = A[X] /aA[X1 = (A/ aA)[X] 
A/aA je domen pa je takav i (A/aA)[X], odnosno B/Ba. Odavde je Ba prost 
ideal prstena B tj. element a je prost i u B. Sada uzimamo multiplikati-
van poskup S = {1, a, } generisan prostim elementom a i odgovarajude 
lokalizacije As = A[a -1 ] i Bs = B[a-2]. Iz A C B bite i A[a-1 C B[cri]. 
S druge strane jasno je da je B[a-1 ] = A[b/a][al C A[a-1 ], pa su lokaliiacije 
ovih prstena iste A[a 1 ] = B[a -1] Sada je Bs = B[a -1] = A[a -1 ] Krulov 
kao lokalizacija Krulovog domena A. Multiplikativan podskup S C B generisan 
je prostim elementom a pa je prema primedbi teoreme 5.3.1 B Krulov domen. 
Dalje, uzastopna primena Nagatine teoreme daje: 
Cl(A) = CI(A[a -1])= Cl(B[a1 ]) = Cl(B) = C1(A[X]/ (aX + b)) 
sto je i trebalo pokazati. 	 q 
Prethodno tvrdjenje mole se iskoristiti za konstrukciju razliditih primera UFD 
domena eiju faktorijalnost nije lako ispitati neposredno. Evo jednog takvog 
primera. 
Primer 5.6.6. Za glavni domen A = Z[[X]] i njegove formalne redove a = X, 
b = 2 + X + X 2 + 	 ispunjeni su uslovi prethodnog tvrdjenja. 
Dokaz. Najpre, ideal (a) = (X) je prost jer je Z[[X]]/(X) Z domen. Ideal 
(a, b) = (X, 2+ X + X 2 +...) je takodje prost ko se mole utvrditi neposredno. 
Neka f g E (X, b). Tada je 
f g = Xa + bfl za neke a, fl E ZVI] 
(fo+fiX+...)(go+gtX+...). X(crod-cciX+...)+(2+X+.. • )( 30+fliX+...) 
foga + (API + .figo)X + • • • =2Ro + (oo + flo + 201)X + 
Kako je fogo = 2/3 bite fo90 E 2Z, odnosno fo E 2Z ill go E 2Z jer je 2Z prost 
ideal u Z. Ovo znati da je f E (X, b) iii g E (X, b) tj. (X, b) je prost ideal u 
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Z[[X]]. Otigledno je (X) (X, b) pa primenom prethodnog primera dobijamo 
da je: 
Cl(Z[[X]][T] / (XT + b)) = CI(Z[[X]l) 
Kako je Cl( ZRXII ) = 0, to posebno znati da je 
Z[[X]][T] 1 (XT + b) UFD. V 
Primer 5.6.7. Neka je k algebarski zatvoreno polje, A = k [X, Y, Z] prsten 
polinona, F = x2 + y2 +z2 A F = [x, 	 /(x2 + y2 + Z2 ) . Tada AF  
nije UFD. Za njegovu grupu divizor klasa vat: 
C1(AF) = Z/ 2Z 
Dokaz. Transformacijom U = X +iY , V = X - iY kvadratnu formu F mo2emo 
predstaviti u obliku F = UV + Z2 , pa je 
	
AF = k[U,V,Z]/(UV ± Z 2 ) = k[u,v,z] , uv+z2 =0 	 (i) 
gde su malim slovima oznatene odgovarajuee slike pri kanonskom homomor-
fizmu A -+ AF. Ako se sada AF lokalizuje po multiplikativnim podskupu 
S = v, v2 , dobija se: 
(AF)s = AF [v-'] = k [u,  v, z v -1 1 = k[z,v,v -1 ] 
Poslednja jednakost je ispunjena jer je prema (i) u = 	 E k[z,v,v -2 ]. 
Sada je (AF)s = k [z, v][v -1 ] = k [z, v]s. Kako su z i v algebarski nezavisni, 
k [z, v] je prsten polinoma nad poljem, dakle UFD. Odavde je to i (AF)s kao 
lokalizacija UFD-a, pa je Cl((AF)s) = O. Homomorfizam 
: C1(AF) 
	 Cl((AF)s 
je surjektivan prema teoremi 5.5.6 pa je C/(AF)/ ken' Ed. CH(AF)s), odakle je 
C1(AF) kern 	 (ii) 
Jezgro je generisano divizorskim idealima koji seku S, odnosno sadr2e v. Takvi 
ideali su zapravo ideali prstena k[u,v, z] /(v). 
k [u, v , z] 1(v) = k[U,V,Z] 1 (F)1(F,V)1(F) = k[U,V,Z] 1 (F,V) = 
k [U,V, Z] 1 (V)1(F,V)1(V) = k [U, 1(UV + Z 2 ,V)1(V) = k[U,Z] 1 (Z 2 ) 
Minimalni prosti ideali ovog prstena, osim toga gto sadrie v, odavde moraju biti 
generisani slikom od Z. Jedini takav ideal u AF je ideal p = (v, z). Tada je p 2 = 
(v2 , vz, z 2) = (v2 , vz, -uv) = v(v, z, u), odakle je p (2) = (v) glavni ideal, pa je 
2div p = O. Sam ideal p nije glavni, §to se mote videti poredjenjem homogenosti 
aanova. Prema tome, jezgro epimorfizma I generisano je elementom reda dva, 
i iz (ii) je C1(AF) cikliena grupa reda dva, odakle sledi tvrdjenje.V 
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Primer 5.6.8. Neka je k polje, Char(k) = 0, A = k [X,Y, Z], F = XY - Zn , 
n> 1 i AF = k [X,Y, Z] 1(F). Tada je: 
CI(AF) :4- Z/nZ 
Dokaz. Uz iste oznake i slieno kao i u prethodnom primeru, moie se videti da 
je: 
AF1(x,z) -=" k[X,Y,Z]1(X,Z)L". k[Y] 
odakle je p = (x, z) minimalan prost ideal u AF tj. p E P(AF). Moie se takodje 
pokazati da je on i jedini generator grupe C1(AF). Medjutim, iz relacije xy = zn 
sledi da je: 
pn = (xn, 	 , 	 nz ) = (zn , zn-tz, 	 xy) = x(xn_1 y) 
Odavde je p(n) = (x) glavni ideal, pa u D(AF) van div x = ndivp. Prelaskom 
u C1(AF) dobija se ndiv p = 0, odakle sledi tvrdjenje.V 
Primer 5.6.9 ([12]). A = k [X, Y, Z,71, F = XY - ZT , AF = A/F. Tada 
je 
C/(AF) = 7L 	 V 
Primer 5.6.10. Neka je k algebarski zatvoreno polje, A = k[X,Y,Z;71 I 
F = X2 +Y 2 + Z2 +T2 . Tada AF = ARE) nije UFD. 
Dokaz. 
F= (X + iY)(X - iY) + (Z + iT)(Z - iT) 
Ako se ova forma transformige, stavljajuoi X + iY = U, X - iY = V, Z + iT = 
W, Z - iT = S, dobija se da je F = UV +WS, odakle je 
AF = k[U,V,W,S[1(UV +WS). 
Prema prethodnom primeru je C1(AF) = Z pa AF nije UFD. ♦ 
Primeri 5.6.7 i 5.6.10 pokazuju da Klajn-Nagatina teorema ne van u slutaju 
n < 5. Za ciklienu grupu G proizvoljnog reda moge se, prema 5.6.8 i 5.6.9 nan 
Krulov domen A tako da je G = CI(A). Zanimljivo je da van i opkije: svaka 
Abelova grupa izomorfna je grupi divizor klasa nekog Dedekindovog (a samim 
tim i Krulovog) domena. Sam dokaz ove teoreme izvodi se u nekoliko koraka 
koji se mogu ukratko 
Najpre se za Krulov domen A konstruige ravno ragirenje B koje je Dedekindov 
domen i jog je C1(A) Cl(B) bijekcija. Za podgrupu H u C1(A), u sledeoem 
koraku konstruige se Krulov domen B takav da je Cl(B) = CI(A)1H. Kako se 
svaka Abelova grupa G mo2e predstaviti Ica() faktorgrupa neke slobodne Abelove 
grupe, G = Z(1) 1H, u sledeeem koraku konstruige se Krulov domen eija je grupa 
divizor klasa izomorfna sa Z (/) . Pokazuje se da je dovoljno uzeti I kopija afinog 
koordinatnog prstena k[X,Y,Z,T]1(XY - ZT), iz primera 5.6.9. Detalji ovih 
konstrukcija mogu se nab u [12], poglavlje 14. Iz ovih konstrukcija dobija se 
sledeoi rezultat. 
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Teorema 5.6.11 (Claborn). Neka je G proizvoljna komutativna grupa. Tada 
postoji Dedekindov domen A takav da je Cl(A) 'L= G. q 
Definicija 5.6.2 suStinski je razlitita od ranijih definicija faktorijalnog dom-
ena. Ovom definicijom problem jednoznaene faktorizacije u Krulovom domenu 
A svodi se na tehnike ratunanja 6 njegove grupe divizor klasa Cl(A). Grupa 
Cl(A) daje i odgovor na pitanje koliko je neki Krulov domen sa nejednoznaenom 
faktorizacijom "daleko" od UFD-a. S tim u vezi Krulovi domeni sa torzionom 
grupom divizor klasa zovu se i skoro faktorijalni domeni. Krulovi domeni eija je 
grupa Cl(A) torziona opisani su teoremom 5.5.8. Svi prsteni algebarskih celih 
su primeri skoro faktorijalnih prstena. Kod njih je naime, Cl(A) = RA)/F(A) 
grupa klasa ideala, koja je uvek konaena. 
Faktorijalnost Krulovog domena A ekvivalentna je trivijalnosti grupe Cl(A), 
odnosno uslovu da je svaki divizorski ideal u A glavni. Ako se ovaj uslov malo 
oslabi, tj. ako se zameni uslovom da je svaki divizorski ideal invertibilan, A ne 
mora biti UFD ali u tom slueaju vaii sledeea teorema. 
Teorema 5.6.12. Neka je A Krulov domen. Tada vaii: 
(a) Ako je svaki divizorski ideal u A invertibilan, onda je za svaki maksimalan 
ideal tn u A, A m UFD. 
(b) Obratno, ako je A m UFD za svaki maksimalan ideal m u A, i ako su divizorski 
ideali konacno generisang, onda je svaki divizorski ideal invertibilan. 
Dokaz. (a) Neka je it divizorski ideal u A m . Am je Krulov pa je prema 5.4.11 it 
presek dva glavna razlomljena ideala u A m : 
= xA m n yAm 
Kako za ideale I , J u Ai proizvoljan multiplikativan podskup S C A, va .Zi. 
S — I(T n J) = s-1J, ako se za S uzme multiplikativin podskup A \ tn, 
dobija se: 
= (Ax n Ay) m 
Kako je A Krulov domen, ponovnom primenom teoreme 5.4.11, dobija se da je 
ideal, 
93 = Ax n Ay 
divizorski ideal u A, odakle je it = 93A m i 93 je prema pretpostavci invertibilan. 
Sada je primenom teoreme 3.4.3, it = 93A m je glavni ideal, za svaki maksimalan 
ideal tn, tj. it E F(A m ). Odavde je Cl(A m ) = D(A m )IF(A m ) = 0, pa je Am 
UFD. 
(b) Neka je sada it divizorski ideal u A, tj. ll = Ax n Ay, za neke 
x, y E k*. Tada, buduai da je A m ravan A-modul, vaii: 
it Am = (Ax n Ay)A m = xA m n y Am 
6 Neke od ovih tehnika opisane su u [12]. 
7 Npr. u Neterinim prstenima. 
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Odavde je 1lAm , kao presek dva glavna, divizorski ideal u A m . Kako je Am 
 prema pretpostavci UFD, bite Cl(Am ) = 0, odnosno D(A m ) = F(A m ), pa je 
E F(A m ). it A, je prema tome glavni ideal za svaki maksimalan ideal m 
u A i it je konaeno generisan. Mole se dakle ponovo primeniti teorema 3 4.3 
prema kojoj je Ll invertibilan. q 
Primenom ove teoreme faktorijalne domene mcfiemo okarakterisati na sledeei 
natin ([17]); 
Teorema 5.6.13. Domen A je UFD akko su ispunjeni sledge?: uslovi: 
(1) A m je UFD za svaki maksimalan ideal m u A. 
(2) Svaki minimalan prost ideal p E P(A) je konaeno generisan. 
(3) Svaki invertibilan ideal u A je glavni. 
Dokaz. () : Neka je domen A faktorijalan. Uslov (1) je ispunjen jer je svaka 
lokalizacija UFD-a UFD (teorema 2.2.2). Uslov (2) vaii jer je svaki minimalan 
prost ideal u faktorijalnom domenu glavni (teorema 1.1.21). Takodje je invert-
ibilan ideal u UFD-u glavni (teorema 3.4.2), tj. ispunjen je i uslov (3). 
(•#) : Neka su sada ispunjeni uslovi (1), (2) i (3). Prema uslovu (1) A m je UFD, 
pa je i Krulov, za svaki maksimalan ideal in. Kako je svaki domen presek svojih 
lokalizacija po maksimalnim idealima, to je A = nA rn Krulov domen prema 
teoremi 5.2.8. Grupa D(A) generisana je familijom minimalnih prostih ideala 
p E P(A), koji su prema uslovu (2) konaeno generisani, pa je onda i svaki'divi-
zorski ideal konatno generisan. Ispunjeni su dakle uslovi teoreme 5.6.12 (b), pa 
je svaki divizorski ideal invertibilan. Iz uslova (3) sada je svaki divizorski ideal 
i glavni, tj D(A) = F(A), pa je Cl(A) = 0, A je UFD. q 
Primedba. Mole se dati i direktan dokaz ove teoreme ([17]). Najpre se polcale 
da pod uslovima (1), (2) i (3) svaki pravi prost ideal u A sadni prost element a 
zatim se primeni teorema 1 1 17. 
Definicija 5.6.14. Domen A je lokalno faktorijalan ako je A m UFD za svaki 
maksimalan ideal m u A. 
11 Dedekindovom domenu svaki razlomljeni ideal je invertibilan, pa to posebno 
vaii i za sve divizorske ideale. Na taj naein zadovoljen je uslov (a) teoreme 
5.6.12, pa je svaki Dedekindov domen lokalno faktorijalan. 
Primer 5.6.15 (Prsten polinonmih funkcija na sferi). 
An = R [X0, X2, , 	 ]/(4 + X? + • • • + Xn2 - 1 ) 
13„ = C [X0 , Xi, 
a) n > 3 #. Cl(A n ) = Cl(Bn) = 
, X n ] 
0. 
+ x? + • • • + xn2 —1) 
b) n =1 = Cl(A1) = Z/2Z , Cl(B1) = 0. 
c) n = 2 	 C/(A2) = 0 , CI(B2) _Z. 
Dokaz. a) Oba slueaja mogu se posmatrati istovremeno ako sa C n oznatimo 
prstene A n i Bn i sa k polja lit ili C. Prema 5.5.10 C/(C,i ) = C/(Ca[t]) za 
neodredjenu t, pa je prema Nagatinoj teoremi ispunjeno: 
C/(Cn) = C/(Cn [t, t-1]) 	 (i) 
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Ako sa F oznaeimo ideal F = (X8 + X? + • • + X.,2 - 1) i sa xi odgovarajuee 
slike pri kanonskom homomorfizmu, xi = Xi + F , i = 0, 1, , n, dobija se: 
Cm = k[X0,X1,...,Xm]AXg+X?+ • • • + Xm2 - 
sa definikueom relacijom: 
Xo2  + Xi2 
 ± • • • + Xn2 
 — 1 — 0 
Ako se ova relacija pomnoki sa t 2 i uvede transformacija yi = xit, odnosno 
xi = yit -1 
 , i = 0,1, ... n dobija se ekvivalentna definikuoa relacija: 
+ y? + • • • + y,2  - t2 = 0 
Sada je Cm [ t, t-l ] = k [xo,xj,...,x m , t, t - 1 ] 	 • ,yn,t,t -1 ], pa je 
	
C/(Cm [t,t -2 ]) = C/(k[yo,y1,...,y m ,t][t-1 1) = Ci(k 
	 Y1, • • . Yn, 
	
(ii) 
pri eemu je poslednja jednakost ispunjena prema Nagatinoj teoremi, za multip-
likativan podskup S = {1, t, t2 ,... }. Dalje je 
CI (k [Y0 , Y1 	 Yn, t]) = Cl/ (k [Y01 
	
Yn, T] AF1)) (=.) 0 	 (iii) 
Kvadratna forma F1 = yo2 	 yo2 - .t n,2 je nedegenerisana i broj neo-
dredjenih je n + 2 > 5 prema pretpostavci. Sada traiena jednakost (*) sledi iz 
Klajn-Nagatine teoreme (2.3.4). 
Iz (i), (ii), (iii) dobija se Cl(Cm ) = 0 tj. A,,, Bn su faktorijalni domeni za n > 3. 
b) U drugom delu dokaza koristi se Samuelova lemas geometrijskog karaktera. 
Al = R [X0, 	 /(Xa + X? - 1) 
Na isti natin kao u delu dokaza a) dobija se: 
C/(24 1 ) = CI(Ai [tr i ]) = C1 (R[Yo,Y2,t,t -1 ]) = C4R[Yo,Yut]), 
gde je: 	 Yo = xot , y1 = xit 	 yi2 = t2 
Smenom neodredjenih dobija se nedegenerisana kvadratna forma pa se mole pri-
meniti Samuelov rezultat. Jednaeina Yo2 +Y? -T2 = 0 naravno ima netrivijalnih 
realnih rekenja pa je: 
C/(241) = Ci (R 
	 TI/(17o2 + K2 - T2 )) = Z/2Z 
S druge strane B 1 = C [Xo, 	 /(Xd + X? - 1) = C [u, y] , 
gde je: 	 u = X0 + ix1 , V = X0 — ix1 , UV = 
8 Neka je F nedegenerisana kvadratna forma u A = k [x,y,z] i AF = A /(F). Ta.da je 
C/(AF) = 2/2Z akko F(x, y, z) = 0 ima netrivijalno reenje u k. Ako takvih regenja nema 
C/(AF)= O. 
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Odavde je B I = C[u,u— i] = C[u]1 u) UFD kao lokalizacija UFD-a, pa je 
C/(B2) = 0. 
c) 	 B2 = C [X0, X1 X2] /(X? + X? + X? - 1) 
Uz iste oznake 
Cl(B2) = Cl(C[yo, Y1 Y2, t, rill = Cl(C[yo,Y1,Y2,t]) 
Kako je yg + A + A - t2 = uv + ws, gde je u = yo + iy 1 , v = 
w = Y2 - t, $ = Y2 + t, dobija se: 
C/(B2) = C/ (C [te, v, w, s ]Attu+ ws)) = Z 
Slieno je Cl(A2) = C/(R[YmY2,Y2,t]), gde je yo + A + A - t2 = 0. Forma 
F = yo + y? + A - t2 mote se predstaviti u obliku F = 01 + y? + uv, gde je 
u = Y2 ± t V = Y2 t, pa je C/(A2) = C1(AF) = C1(k(yo,y2,u,v]). Na isti 
naein kao u dokazu teoreme 2.3.4 pokazuje se da je u prost u AF i lokalizuje 
se po skupu S = {1, u, u 2 ,... }. Dobija se da je (AF)s = AF[u-1 ] UFD, pa je 
0 = Cl (AF{u -1 ]) = C1(AF), odakle sledi poslednji deo tvrdjenja. q 
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G lava 6 
Lokalni prsteni, algebarska 
geometrija i faktorijalnost 
6.1 Definicije, oznake i vainija tvrdjenja 
Glavni rezultat vezan za faktorizaciju u lolcalnim prstenima je teorema o jed-
noznaenoj faktorizaciji regularnih lokalnih prstena (Auslander & Buchsbaum, 
1959). Sam dokaz ove teoreme zahteva negto drugaeiji pristup faktorizaciji, uz 
nagla8enije homolonce metode. Obiman materijal u vezi sa lokalnim prstenima, 
Ica° i dokazi svih navedenih tvrdjenja, mo2e se nth u [25], [17], [24] i [11]. Manji 
deo ove materije potreban za faktorijalnost moie se izIo2iti kao spisak sledeeih 
teorema i definicija. 
Definicija 6.1.1. Neka je R prsten, A R-rnodul i neka Z(A) oznadava nula 
delitelje modula A, Z(A) ={rERIrm= 0 za neko u E A, u 0}. Uredjen 
niz elernenata iz prstena R je R-niz na A ako su ispunjeni sledeth, 
uslovi : 
(a) (xi , 	 , x n )A 	 A. 
(b) x i 	 Z(A) , xi 	 i 	 2. 
Specijalno, ako se za modul A uzme sam prsten R, R-niz na R zovemo samo 
R-nizom. Npr. u prstenu polinoma R = A [ x , x2, . , x n gde je A komutati-
van prsten, neodredjene xi, x2, , x n eine jedan R-niz. U ovom primeru svaka 
permutacija xi,, , xi 2 , , , je takodje jedan R-niz, pa uredjenost ovde nije 
bitna. U ()Sem slueaju medjutim, niz dobijen permutacijom elanova R-niza 
ne mora biti R-niz. Jedan od dovoljnih uslova daje sledeoe tvrdjenje. 
Tvrdjenje 6.1.2. Neka je R Neterin prsten, A konaeno generisan A-rnodul, 
J = 	 m Diekobsonov radikal i x1,x2,• • • ,xn R-niz na A, xi E J. 
mEspecm(R) 
Tada je i svaka permutacija 	 R-niz na A. q 
Specijalno, ako je (R,m) lolcalan prsten, onda je J = m, pa je za R-niz 
x i , x2 , .. , x„ , xi E in, svaka permutacija takodje R-niz. lz uslova (a) definicije 
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R-niza, medju elementima xl, xs, 
	 , x, nema invertibilnih, pa svi moraju biti 
u maksimalnom idealu m, odakle se dobija sledeta posledica. 
Posledica 6.1.3. Ako je R lokalan prsten i A konciono generisan R-rnodul, 
onda je svaka perrnutacija R-niza ma A opet R-niz na A. q 
Moe se pokazati da je za svaki R-niz xi , x2, 
	 , x,, u A, lanac ideala : 
(xi) C (x i , x2) C • • C (xl,x2, • • • ) xn) 
strogo rastuti. Ako je prsten R Neterin ovakvi lanci su konatni, pa se svaki 
R-niz na A mo2e protiriti do R-niza maksimalne du2ine. Vaii sledete tvrdjenje. 
Teorema 6.1.4. Neka je R Neterin prsten, A konaeno generisan R-modul, 
I a R ideal za koji je IA A. Tada svaka dva rnnksimalna R-niza sadriana u 
I irnaju istu duiinu. q 
Definicija 6.1.5. Ako su ispunjeni uslovi teoreme 6.1.4, zajednieku dulinu svih 
maksimaimih R-nizova u I (na A) zoverno dubinorn I na A, u oznaci depth (I, A) 
ili Grade (I, A). 
Dubina ideala mo2e se definisati i u slutaju da prsten A nije Neterin, afi se 
tada mo2e desiti da je depth (I, A) = oo. Ako se za modul A uzme prsten R'dnda 
se depth (I, It) krate oznatava sa depth (I). U slutaju lokalnog prstena (R, in) 
i konatno generisanog modula A, koristi se oznaka depth (A) za depth (in, A). 
Ako je uz to i A = R, oznaka je depth (R). Ako ideal I sadrii R-niz duiine 
moee se pokazati da je ht(I) > n, pa je u op2tem slutaju 
ht(I) > depth (I) 	 (1) 
Neterini prsteni kod kojih u (1) va2i jednakost za svaki ideal I su Cohen-
Macaulay-evi, iii krate CM prsteni 1 . Za lokalan prsten (R, m) vaii ht(m) = 
dim(R), pa se mo2e red, da je lokalan prsten R CM prsten ako je dim(R) = 
depth(R). Moe se takodje pokazati da klasi CM prstena pripadaju svi 1- 
dimenzioni domeni, gto óe specijalno znatiti i da su Dedekindovi domeni CM 
prsteni. Kako postoje Dedekindovi domeni koji nisu faktorijalni, postoje i CM 
prsteni koji nisu UFD domeni. Mogu se takodje lako nati primeri i u vitim 
dimenzijama; npr. A = k[X, Y, Z]/(XY — Z2 ) je CM prsten dimenzije 2 i nije 
UFD jer je Cl(A) Z/ 2Z. S druge strane, primer UFD domena koji nije 
CM prsten nije bat. tako lako konstruisati Jedan takav primer dao je Bertin, 
1967. koristeti tehniku Galuaovih spuatanja. Ova tehnika u osnovi se zasniva 
na sledeeem tvrdjenju; za faktorijalan domen A i njegovu konatnu grupu auto-
morfizama G definite se skup AG svih invarijantnih elemenata, AG = {aEAI 
g(a) = a , Vg E G}. AG je potprsten prstena A i pri tom je AG UFD ako je 
kohomolotka grupa (G, A*) = 0. Posebno, ako je A = k[Xi , , X n] prsten 
1 CM prsteni definigu se negto stroiije. R je CM prsten ako je Neterin i ako za svaki 
maksimalan ideal m u R vaii depth(m) = ht(m). Detaljan prikaz CM prstena i njihovih 
raSirenja dat je u [17]. 
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polinoma nad poljem k karakteristike p # 0, i G cikliena grupa reda gi koja 
deluje Ica() grupa k-automorfizama prstena A onda je H 1 (G, A*) = 0 tj. A° je 
UFD. Dokaz ovog tvrdjenja mote se naei u [12]. Ova tehnika predstavlja do-
bar metod za konstrukciju faktorijalnih domena sa raznim tieljenim osobinama. 
Tako se npr. mote konstruisati UFD nad kojim prsten formalnih redova nije 
faktorijalan. Na ovaj naein konstruisan je i primer UFD-a koji nije CM prsten; 
posmatra se prsten A = X2, X3, X4], gde je k polje karakteristike 2, i 
a : A -4 A, k-automorfizam prstena A, definisan sa a(X1) = X1 + X2 c(X2) = 
X2 + X3 , a(X3) = X3 + X4 , a(X4) = X4 . Dalje se pokazuje da je A° UFD 
koji nije CM. Slieno, neka je sada A = k[XI, X2], Char(k) = p > 0 i a : A -4 A 
k-automorfizam definisan sa a(X1) = X 1 + X2 , a(X2) = X2. Tada element 
u = (X1 + X2)(X1 + 2X2) ... (X1 + pX2) pripada A' tj. a(u) = u. Mote se 
dalje pokazati da je A° = u] koji je UFD i CM. Detaljnije o ovim i slienim 
primerima mote se naei u [12]. 
Lema 6.1.6 (Nakayama). Neka je (R, m) kvazilokalan prsten i A konano 
generisan R-modul. Ako je mA = A, onda je A = 0. q 
Skup generatora (at, , ak) R-modula A je minima/na baza modula A ako 
ni jedan pravi podskup ne generite A. Dve minimalne haze istog modula ne 
moraju medjutim imati isti broj elemenata. Ova nepravilnost se gubi ako se 
posmatraju moduli nad lokalnim prstenima; Neka je (R, m) lokalni prsten, A 
konaeno generisan R-modul i neka je A = A/mA. Kako je m maksimalan ideal, 
R/m = k je polje i A je konaeno dimenzionalan vektorski prostor nad k. Neka 
je dim(A) = n. Tada se, koristeoi lemu 6.1.6, mote dokazati sledeee tvrdjenje. 
Teorema 6.1.7. Neka je 
	 baza vektorskog prostora A, gde je tz, = 
+ mA, i = 1,...,n. Tada je 	 , an ) tninimalna baza modula A. Sve 
minimalne haze modula A mop se dobiti na ovaj natin, tj. sve minimalne baze 
imaju it = dim(A) elemenata. q 
Posebno, ako se uz iste oznake u prethodnoj teoremi za modul A uzme ideal In, 
dobija se sledeea posledica. 
Posledica 6.1.8. Neka je (R, tn) lokalan prsten. Tada je m = (at,...,ak) akko 
je 	 ,a0 baza vektorskog prostora m/m 2 nad poljem k = R/m. q 
Ako vale uslovi prethodnog tvrdjenja, primenom Krulove glavnoidealske teo-
reme, dobija se ht(m) < n. Ovde je ht(m) = dim(R), jer je R lokalan prsten, i 
jot je it = dim(m/m 2 ), nad poljem k = R/m. Iz ovoga se vidi da je za lokalne 
prstene ispunjena sledeea nejednakost : 
dim(R) < dim(m/m2 ) 	 (2) 
Nejednakost (2) mote se proeitati i na sledeei natin : visina maksimalnog ideala 
lokalnog prstena (R, nije veea od minimalnog broja generatora za m. 
Lokalni prsteni za koje je u (2) ispunjena jednakost posebno su interesantni sa 
stanovitta faktorijalnosti. Faktorizacija u njima je jednoznaena (6.2.7). 
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Definicija 6.1.9. Lokalan prsten (R, in) je regularan lokalan ako je dim(R) = 
dim(m/m 2 ), tj. ako se njegov maksimalan ideal m mole generisati sa talno 
n = dim(R) elemenata. 
Definicija 6.1.10. Neterin prsten R je regularan ako je lokalizacija R„, regu-
laran lokalan prsten za svaki maksimalan ideal m u R. 
Neka je (R,m) lokalan prsten i m = 
	 , an ), gde je n minimalan broj 
generatora za m. Iz prethodnih tvrdjenja i Krulove glavnoidealske teoreme 
proizilaze sledeoe nejednakosti : 
depth(m) < ht(m) < n, 
odnosno, 	 depth(R) < dim(R) < dim(m/m 2 ) 
Kod CM prstena prva nejednakost postaje jednakost, dok druga to postaje 
kod regularnih lokalnih prstena. U vezi sa regularnim lokalnim prstenima vane 
sledeaa tvrdjenja ([17],[11]). 
Teorema 6.1.11.. Neka je (R, in) lokalan prsten aiji se maksimalni ideal mole 
generisati R-nizom duilne n. Tada je R regularan lokalan i n = dim(R) = 
dim(m/m2 ). q 
Teorema 6.1.12. Ako je (R,m) regularan lokalan i x E tn m 2 , onda je i 
R/(x) regularan lokalan prsten. q 
Teorema 6 113. Neko je (R, in) regularan lokalan i x E m'.m2 , takav da x ne 
pripada minimalnom prostom idealu it R. Tada, ako je R/(x) regularan, onda 
je i R regularan. q 
Teorema 6.1.14. Regularan lokalan prsten je domen. q 
Teorema 6 115 Regularan lokalan prsten je CM prsten. q 
Teorema 6.1.16. Regularan lokalan prsten dimenzije 1 je DVR. q 
6.2 Faktorizacija u regularnim lokalnim 
prstenima 
Iz teorije modula poznato je da je A-modul P projektivan aicko je direktan 
sumand slobodnog modula, kao i da su projektivni moduli nad lokalnim prsten-
ima slobodni. Takodje je svaki modul homomorfna silica projektivnog mod-
ula, tj. za proizvoljan modul M postoji projektivan modul Po i epimorfizam 
fo : Po -* M. To znaei da se svakom modulu mote pridrutiiti taean niz : 
0 —> ker(fo) -* Po  -, M —> O. Ovakav niz mote se dobiti i za modul ker(fo) 
0 —> kar(f') -, Pl j=> ker(fo) --+ O. Nastavljajth ovaj postupak dolazi se do 
kompleksa, 
P,„ : 	 • —> P„ —> P„_i -+ • • • -+ Po -4 0 
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pridruZenog modulu M. Kompleks P„ je projektivna rezolucija modula M. 
Specijalno, ako je A Neterin i M konaeno generisan A-modul, za P o moie se uzeti 
slobodan modul konatnog ranga, pa je onda ker(fo) takodje konaeno generisan. 
Iz ovoga se moie formulisati sledede tvrdjenje. 
Tvrdjenje 6.2.1. Neka je A Neterin prsten i M konaeno generisan A-modul. 
Tada M ima projektivnu rezoluciju P., u kojoj su slobodni, konaeno gener-
isani moduli. q 
Definicija 6.2.2. Konaena slobodna rezolucija, kin& FFR2 , A-modula M je 
taean niz: 
	
0 -4 Fn 
—> • • • —> Fo 	 —> 0 	 (3) 
gde su Fi, i = 0, 
	 ,n slobodni, konaeno generisani moduli. 
Ako A-modul M ima FFR (1) onda je, s obzirom da lokalizacija euva 
taenost, za svaki prost ideal p prstena A, niz : 
0 -4 (F,Op —> • • • —> (Fo) p 	 Mp —> 0 	 (4) 
FFR A p -modula Mp . Kako su projektivni moduli nad lokalnim prstenima 
slobodni, to nad regularnim lokalnim prstenom svaki konaeno generisani modul 
ima FFR. Moie se pokazati da je konaeno generisan modul M nad Neteiinim 
prstenom R projektivan akko je Mp slobodan Rp modul, za svaki prost ideal p 
u A. U terminima ideala, razlomljeni ideal I E ./(A) bite projektivan A-modul 
akko je invertibilan. Tatnije, vaii sledeoa teorema, koja predstavlja pro§irenje 
teoreme 3.4.3. 
Teorema 6.2.3 ([5]). Neka je A dornen i I E I(A) razlornljen ideal. Slededi 
uslovi su tada ekvivalentni: 
(1) I je invertibilan. 
(2) I je konaeno generisan i Im je glavni ideal u Am za svaki rnaksimalan ideal 
m. 
(3) I je projektivan A-modul. q 
Lema 6.2.4 ([24]). Ako svaki konaeno generisan modul nad Neterinim prstenom 
A ima FFR, onda je A regularan. q 
Lema 6.2.5 ([17]). Projektivan modul P sa FFR je stabilno slobodan tj. pos-
toje slobodni moduli F, F' takvi da je 
	
Pefl-F1 	 q 
Ako je M stabilno slobodan A-modul, onda se iz M e F = F', dobija FFR za 
M : O. Kako je M i projektivan kao direktan sumand 
slobodnog modula, vidi se da su stabilno slobodni moduli konaeno generisani 
projektivni moduli sa FFR. 
2 Finite Free Resolution. 
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Lema 6.2.6 ([24]). Neka je A domen i I ideal it A takav da je IS An = Art+ 1 . 
Tada je I glavni ideal3 . q 
Teorema 6.2.7 (Auslander & Buchsbaum). Regularan lokalan prsten je 
UFD. 
Dokaz. ( Indukcijom po dim(A) ) 
Regularan lokalan prsten dimenzije 1 je prema 6 1 16 DVR, pa je zato i UFD. 
Pretpostavimo da je teorema taena za sve regularne lokalne prstene dimenzije 
manje od n, i neka je (A, in) regularan lokalan prsten, dim(A) = n. Neka je 
x E N m2 . Tada je prema 6 1 12 A/xA regularan lokalan prsten. Prema 6.1.14 
A/xA je domen tj. x je prost element domena A. Neka je S = 11,x,x 2 ,...1 
multiplikativan podskup u A generisan sa x i A z = As odgovarajuda lokalizacija. 
Tada je prema Nagatinoj teoremi Cl(A) rai Cl(As), pa je dovoljno dokazati da je 
As UFD. Kako je Az 
 Neterin dovoljno je pokazati da je svaki minimalan prost 
ideal 15 E P(A x ) glavni. Neka je zato p  4 Az , ht(15) = 1, p = A)A X  = 1344.• 
Kako je A regularan lokalan prsten i p je konatno generisan kao A-modul, p ima 
FFR: 
OAF —r • • —r Fo —r p —r 0 
gde su 	 slobodni moduli, odakle je: 
0 -4 (11,-O x 4 • • • 4 (Fe.) x 	 13 -4 0 
FFR za A-modul 45. Kako je lokalizacija regularnog lokalnog prstena, regularan 
lokalan prsten, to je za svaki prost ideal q 4 A x , (Ax ) q regularan lokalan prsten. 
Dalje, dim(Az ) q < dim(A), jer je (A x ),, = AgnA, pa je (Az)q UFD prema 
pretpostavci. Odavde je pq 
 glavni ideal, pa je slobodan (Az ) q -modul, za svaki 
prost ideal q. To znael da je p projektivan A-modul. Prema lemi 6.2.5 
je stabilno slobodan. Prema lemi 6.2.6, stabilno slobodni moduli ranga 1 su 
slobodni, pa je p slobodan. q 
Teorema 6.2.8. Neka je A Neterin domen. Ako svaki konaano generisan A-
modul irna FFR, A je UFD. 
Dokaz. Prema lemi 6.2.4 A je regularan Neterin domen. Neka je p E P(A) 
minimalan prost ideal. Dovoljno je, prema teoremi 4.2.2, pokazati da je p glavni. 
Neka je m 4 A proizvoljan maksimalan ideal. A m je regularan lokalan, pa je 
prema teoremi 6.2.7 UFD. To znaei da je p m glavni ideal u Am , pa je slobodan 
Am-modul. Kako to vati za svaki maksimalan ideal m u A, p je projektivan A-
modul. Modul p je konatno generisan projektivan modul sa FFR, pa je prema 
lemi 6.2.5 stabilno slobodan. Kako je ht(p) = 1, mote se primeniti lema 6.2.6, 
prema kojoj je p slobodan tj. glavni. q 
Iz definicije regularnog prstena A neposredno sledi da je A n regularan lokalan 
prsten za svaki prost ideal p u A. Ovo vati, jer je prost ideal p sadrtan u nekom 
malcsimalnom idealu in, pa je iz teoreme o korespodenciji p = pA m n A. Odavde 
3 Motb se dati i slededa ekvivalentna formulacija; Ako je A domen stabilno slobodni moduli 
ranga 1 su slobodni. 
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je Ap = ApA n nA = (Am)PAm • (Am)pA m je lokalizacija regularnog lokalnog 
prstena pa je i sam regularan lokalan, odakle se dobija traZena osobina. Ova 
osobina regularnih prstena koristi se u dokazu sledene teoreme, koja predstavlja 
generalizaciju teoreme 6.2.7. 
Teorema 6.2.9. Regularan polulokalan4 domen je UFD. 
Dokaz. Neka je A regularan polulokalan domen, ml , m2, , rn„ njegovi mak- 
simalni ideali i neka je p E 2(A) minimalan prost ideal. A je regularan, pa 
su Am , , 	 , A m„ regulami lokalni prsteni, odnosno UFD-ovi, prema teoremi 
6.2.7. Odavde su ideali pA„„ 
	 , pA„„ glavni, pA„, = (pi) za neke elemente 
Pi E 	 = 1,...,n. Neka je m = mi n in2 n • • • n mn i neka su ai E A el- 
ementi takvi da 	 C M N Mi. Tada je pA„„ = (piai) i prema konstrukciji je 
piai E pmiA„, za i # j. Element p= Epjaj generige ideale pA„„ za svako i. 
Kako je A = A„, n • • • n A„,„ , to je 
p = pA = pA„, n • • • n pA„„ = (p)A , 
odakle je p glavni ideal. q 
Teorema 6.2.10. Ako je A regularan, ideal Au n Av je projektivan za svako 
u,v E A. 
Dokaz. Neka je m maksimalan ideal u A i neka je I = Au n Av. Prelaskom u 
Am dobija se: 
Im = (Au n Au)A m = uA m n vA,,, 	 (5) 
Prema (5), Im je divizorski ideal u A m . Takodje je Cl(A m ) = 0, jer je Am UFD 
prema pretpostavci. To znaei da su divizorski ideali u Am glavni, pa je i Im 
glavni ideal. Kako to vaii za proizvoljan maksimalan ideal in, I je projektivan 
A-modul prema teoremi 6.2.3. q 
Teorema 6.2.11. Ako je A UFD, projektivan ideal je glavni. 
Dokaz. Neposredna primena teoreme 6.2.3 i teoreme 3.4.2. q 
Teorema 6.2.12. Ako je A regularan, onda je Cl(A) = Pic(A). 
Dokaz. Neposredna primena teoreme 6.2.3 i teoreme 6.2.10. q 
6.3 Primena na formalne redove 
Neka je R prsten i I pravi ideal u R, sa osobinom: 
n in =13 	 (6) 
nE N 
Tada se pomoeu ideala I na R moie definisati topologija, tako gto, za a. E R, 
otvorene okoline taOke a definigemo sa a+ln, n E N. Ako ove skupove uzmemo 
4 Neterin domen sa konaeno mnogo maksimalnih ideala. 
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za bazne otvorene skupove, prsten R sa takvom topologijom je Hausdorfov. 
Topologija indukovana idealom I je I-adiana topologija. Skup svih klasa ekvi-
valencije Kogjevih nizova elemenata iz R, u oznaci R je takodje prsten, koji 
zovemo kompletiranjern prstena R. Vali R C R. U slutaju R = R, kale se da je 
prsten R kornpletan u /-adienoj topologiji. Uslov (6), neophodan za definisanje 
I-adiene topologije, ispunjen je u sledeeim karakteristienim slutajevima : 
- R Neterin domen, I a R bilo koji pravi ideal. 
- R polulokalan sa maksimalnim idealima 
	 ... , ml,mn i I C 
- (R, m) lokalan, / •c: R bilo koji pravi ideal. Cesto se uzima upravo I = m i tada 
je dim(R) = dim(R) , m fl R = m. 
Primer 6.3.1. 
A =R[X,Y] 
Neka je I = (A-2 +Y2 — 1) i A kompletiranje prtena A u I-adienoj topologiji. 
Na slitan notin kao u primeru 5.6.15 mote se pokazati da je C1(A) = 7Z/2Z. Na 
taj naein, vidi se da kompletiranje UFD-a ne mora biti UFD. q 
Za razliku od faktorijalnosti, regularnost se euva kompletiranjem. Preciznije, 
uz prethodno uvedene oznake vati: R je regularan akko je R regularan ([27]). 
Konstrukcija kompletiranja korisna je kod formalnih redova, jer za proizvoljan 
prsten R, prsten formalnih redova R[[X]] je kompletiranje prstena polinoma 
R[X] u (X)-adienoj topologiji. U op -stem slutaju, za multiplikativan podskup 
S C R, vatii R[[X]]s Rs[[X]]. Medjutim u (X)-adienoj topologiji Rs[[X]] je 
kompletiranje prstena R[[X]]s tj. vati R[[X]]s = Rs[[X]]. 
Tvrdjenje 6.3.2 ([24]). Ako je prsten A regularan, onda su i A[X],A[Pq] 
regularni. q 
Prsten formalnih redova je Neterin, CM, regularan, Krulov, kompletno inte-
gralno zatvoren akko je, respektivno, prsten R takay. Prsten formalnih redova 
medjutim ne euva faktorijalnost (primer 2.6.2). Dovoljne uslove za jednoznalnu 
faktorizaciju u prstenu formalnih redova R[[X]] daje sledeea teorema. 
Teorema 6.3.3. Ako je prsten A regularan UFD, onda je i A[[X]] takay. 
Dokaz. A je Krulov domen, s obzirom da je UFD. Tada je, prema teoremi 
5.3.3, i B = A[[X]] Krulov domen. Neka je I = uB fl vB, u, v E B divizorski 
ideal u B. Dovoljno je dokazati da je CI(B) = 0, odnosno da je I glavni 
ideal. Prema teoremi 6.2.10, I = uB fl vB je projektivan A-modul, pa je 
/ 0/3 A = / OB B/xB = I/xI projektivan A-modul. Neka je 
I = x k J , J xB 	 (7) 
Tada je //x / = x k J/xk + 1 J r=' J1xJ, pa je J I i J je projektivan. Dokazu-
jemo sada da je JnBx= Jx : 
D: Oeigledno, jer Jx C J, Jx C Bx Jx C JnBx. 
C: Neka je sada c E JnB x. J je projektivan, pa je J = //LB fl v1B , odakle 
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je c = u1n = vi/4 , ui,vi E B, ui, VI EJZB x. B x je prost ideal u B pa 
ului E Bx, u1 0  Bx 	 ui E Bx. Odavde je ui = 14x, tic E B i iz istih 
razloga vl = vlx, vl E B. Sada se iz ului = vivi dobija uiul = vlv1, tj. 
E Bui n Bvi 
 = J, pa c = ului = uluix E Jx. 
Odavde je 
JIJnBx J+Bx113x4BIBx= A, 
pa je JIJ x projektivan ideal u A. Kako je A UFD, JIJx je prema 6 2 11 glavni 
ideal u A tj. slobodan A-modul Sada je 
J/Jx = (y)#. J= yB+xJ* J=yB, 
	 (8) 
gde se poslednja implikacija dobija primenom leme Nakayame, jer (x) C Rad(B). 
Prema (7) i (8) je I = xk y B glavni ideal. Time je dokazana ova teorema jer je 
A[[X]] regularan prema 6.3.2. q 
Posledica 6.3.4. Ako je A regularan UFD onda je i 
	 takay. 
Dokaz. Indukcijom, s obzirom da je A[[XI, • • • , XII]] = ARX1, • • • X n•-111[[Xn]]. 
Posledica 6.3.5. Ako je A regularan UFD, onda je svaki prsten oblika 
regularan UFD. q 
6.4 Jednoznaena faktorizacija u algebarskoj 
geometriji 
Jednoznatna faktorizacija ima i svoju geometrijsku interpretaciju; faktorijal-
nost koordinatnog prstena neke mnogostrukosti dimenzije n znati da se svaka 
podmnogostrukost dimenzije n —1 mote definisati jednom jednaeinom. S druge 
strane, ako posmatramo jednu taau mnogostrukosti, onda radimo sa lokalnim 
prstenima, vatnim objektima algebarske geometrije. Oni se prirodno javljaju 
Ica() prsteni "klica" O. funkcija definisanih u nekoj taeki x mnogostrukosti Y. 
Mnogostrukost Y biee nesingularna u taai x ako je O. regularan, dakle i UFD 
prema teoremi 6.2.7. Ukratko aemo izloziti ovaj novi, geometrijski karakter fak-
torijalnosti prstena. 
Neka je k algebarski zatvoreno polje i A n = 	 , an ) I 	 E k } afini 
n-dimenzioni prostor nad k. Elemente prstena polinoma A = 	 • , xu] 
interpretiramo kao polinomne funkcije: f E A akko f : A n 	 k. Za podskup 
I C 	 definigemo odgovarajuei afini algebarski skup, mnogostrukost: 
z(1)= {(ai, 
	 , au) E A n I f (al, 	 , an) = 0 Vf E 
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Podskup I moie se zameniti idealom koji on generige. Kako je A = 
	 xn] 
Neterin taj ideal je konaeno generisan, pa je Z(I) = Z(f i , 	 za neke poli- 
nome 	 , fn E I. Na A" sada se moia definisati topologija Zariskog, tako eto 
se za zatvorene skupove uzimaju algebarski skupovi u A". Pri tome je algebarski 
skup V ireducibilan ako nije unija dva neprazna algebarska podskupa razlieita 
od V. Ireducibilne algebarske skupove zovemo ireducibilnim mnogostrukostima. 
Posebno, ako je V = Z(f), gde je f (ireducibilan) polinom, mnogostrukost V 
je (ireducibilna) hiperpovri Obratno, za X C A" mote se definisati ideal: 
/(X) = { f E k[xl,...,x„] I f(a]., 	 , an ) = 0 V(a]., 
	 , an ) E X 
Restrikcije polinomnih funkcija sa A" na X zovemo regularnim funkcijama na 
X. Ako identifikujemo polinomne funkcije jednake u svim taelcama iz X, dobi-
jamo koordinatni prsten A(X) skupa X: 
A(X) = 	 ,x,2 11I(X) 
Pri tome, X je ireducibilna mnogostrukost akko je A(X) domen tj. akko je ideal 
/(X) prost. Primenom poznate Hilbertove teoreme o nulama 5 pokazuje se da 
za ideal I prstena polinoma va,21 I(Z(I)) = Ill, pa korespodencije I J-4 Z(I), 
X y I(X) indukuju bijekcije medju algebarskim skupovima u A" i radikalnim 
idealima u x,,]. Dimenzija mnogostrukosti X definige se kao dutina n 
najdu'teg lanca Yo Yi. • • g Yn X, gde su Y0, , Yn. ireducibilni. Moe se 
pokazati da je dim(X) = dim A (X), tj. da se dimenzija afinog algebarskog skupa 
poklapa sa Krulovom dimenzijom njegovog koordinatnog prstena. Takodje se 
mote pokazati ([181), da za domen B koji je konaeno generisana k-algebra, i 
prost ideal p u B 
ht (p) + dim B/p = dim B 	 (9) 
Jednoznaenost faktorizacije u prstenu polinoma A = k[x]., x2, . , xn] daje 
puno znaeajnih tvrdjenja u algebarskoj geometriji. Najpre, koristeal faktori-
jalnost prstena A, mote se pokazati da svaka mnogostrukost ima jednoznaenu 
dekompoziciju na ireducibilne podmnogostrukosti. Na taj naein mnoga sloiena 
pitanja u vezi sa mnogostrukostima redukuju se na ispitivanje ireducibilnih mno-
gostrukosti. Pogledajmo ovu osobinu za hiperpovrai; neka je Y = Z(f) hiper-
povrg definisana polinomom f E A. Kako je A UFD f ima dekompoziciju: 
f = ll 	 gde su 	 ireducibilni i a i > 1. 
c=1 
Hiperpovr .gi 	 = Z(fi) definisane ireducibilnim polinomima 
	 zovemo ire- 
ducibilnim komponentarna hiperpovrei Y. Hiperpovra Y bite jednaka njihovoj 
uniji, 
Y = 	 U U • • • U Y,, , 
5 Hilbert Nullstellensatz 
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dok je njen ideal glavni ideal: 
	
/(Y) = 	 • • fm). 
Dokaz poslednjeg tvrdjenja mote se naei u [18, 22]. Pretpostavimo da hiperpovrt 
Y ima i drugu reprezentaciju ovog oblika: 
Y= liNnU•••UY,„' , 
gde je /(1731 ) = (g2 ), za neke ireducibilne polinome 
	 E A. Tada je: 
/(Y) =(fl.f2 • • • fn.) = (gig2 • • • g,B) 
pa imamo jednakost glavnih ideala u A = k[xi,..., xn]. Odavde su fi f2 	 fn i 
g1g2 	 g,,, asocirani u A, tj. 
fife • • • fit = U9192 • • • gm za neko u E k* 
Iz faktorijalnosti prstena polinoma mora biti n = rn, odnosno 
	 = 	 ako 
ignoritemo redosled. Ovim je dokazana sledeoa teorema; 
Teorema 6 4 1. Svaka hiperpovra Y ima, do na redosled, jednoznanu repreze-
ntaciju oblika 
Y = U Y2 U • • U Yn , Yi$Y,, 
gde su 	 ireducibilne hiperpovrii. q 
Teorema 6.4.2. Neka je A Neterin faktorijalan domen i I pravi radikalan ideal 
u A. Tada su slededa tvrdjenja ekvivalentna: 
(i) dim (Alp) = dim (A) — 1 za svaki minimalan prost ideal p nad I. 
(ii) I je glavni ideal. 
Dokaz. (i) 	 (ii) : Neka je p minimalan prost ideal nad I. Tada se iz jednakosti 
ht(p) + dim (A/p) = dim(A) i uslova (i) dobija ht(p) = 1 tj. p E P(A). Kako 
je A UFD, minimalni prosti ideali su glavni, pa je i p glavni ideal. Prsten A je 
Neterin, pa nad idealom I ima samo konaano mnogo minimalnih prostih ideala 
pi, , p n i svi su glavni, pi = (pi). Tada je I = ,/7 = p i n- •n pn = (pipe .. • Pn) 
glavni ideal. 
(ii) 	 (i) : Neka je sada I glavni ideal generisan elementom a. Kako je A UFD 
element a ima prostu faktorizaciju a = p1P2 • • •Pn. Tada su Pi = (pi) minimalni 
prosti ideali nad I = (a), pa je iz Krulove glavnoidealske teoreme ht(pi) = 1, 
za i = 1, 2, ... , n. Odavde se primenom jednakosti (9) dobija dim (A/pi) at 
dim(A) — 1 za svaki minimalan prost ideal pi nad I. q 
Posledica 6.4.3. Neka je X mnogostrukost eiji je koordinatni prsten A(X) 
UFD, i neka je YgX,Y00 podranogostrukost. Sve ireducibilne komponente 
mnogostrukosti Y imaju kodimenziju 1 u X akko je /(Y) glavni ideal u A(X). 
Dokaz. Neposredna primena prethodnog tvrdjenja. q 
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Tvrdjenje 6.4.4. Ireducibilna mnogostrukost X je hiperpovni 71 A" akko je 
dim(X) = n — 1. 
Dokaz. Neka je X hiperpovrg. u An tj. X = Z(f) za neki ireducibilan polinom 
f E k[xi,..., x i neka je p = I(X) = (f), prost ideal ove hiperpovr5i Prema 
Krulovoj glavnoidealskoj teoremi ht(p) = 1 pa je: dim Z(f)= dim A(Z(f)) = 
dim A/I(Z(f)) = dim A/(f) = dim A — ht(p) = 71 - ht(p). 
Obratno, neka je sada dim(X) = n — 1. Tada je: n —1 = dim X = dim A(X) = 
dim A/I(X) = dim A/p = dim A — ht(p) = 71 - ht(p). Odavde je ht(p) = 1, 
pa mnogostrukosti X dimenzije n 
— 1 odgovara odgovara minimalan prost ideal 
p E P(A). Kako je A = k[xi, xr] UFD, p je glavni ideal generisan nekim 
ireducibilnim polinomom f E Ai X= Z(f) je hiperpovd u A". q 
Kako je afini koordinatni prsten A(Y) = k[xl, x2, ...,x,,]//(Y) Neterin, a 
Neterin domen je, prema teoremi 4.2.2, UFD akko su minimalni prosti ideali 
glavni, ova teorema imaee konkretan geometrijski smisao; minimalnom prostom 
idealu p E P(A(Y)) odgovara naime maksimalna ireducibilna podmnogostrukost 
X C Y. Na taj naein, kombinujuei prethodna tvrdjenja, dobija se sledeaa 
teorema: 
Teorema 6.4.5 (geometrijski smisao jednoznaene faktorizacije). 
Koordinatni prsten ireducibilne mnogostrukosti je UFD akko je svaka ireducibilna 
podmnogostrukost kodiraenzije 1 definisana glavnim idealom. q 
U vezi sa ovim katemo da je ireducibilna mnogostrukost Y u projektivnom 
prostoru P" kompletan presek ako se njen ideal /(Y) mole generisati sa codim(Y) 
elemenata, gde je codim(Y) = n—dim(Y). U tom slueaju Y se mole predstaviti 
kao presek codim(Y) hiperpovr .g. Teorema 6 4 5 mole se sada formulisati i u 
sledeeem obliku: A(Y) je UFD akko je svaka maksimalna ireducibilna podmno-
gostrukost kompletan presek. 
Primer 6.4.6. 
	
A(Y) = 	 y, z, t1/(f) , f = xy — zt 
Kvadrika xy = zt je ireducibilna u projektivnom prostoru P 3 jer je (f) 
prost ideal. S druge strane, od ranije je poznato da A(Y) nije faktorijalan, Ato 
prema prethodnoj teoremi znaei da na Y postoji kriva koja se ne mole definisati 
jednom jednaeinom. • 
U vezi sa ovim mole se pogledati sledeei primer [14]; afina kriva Y C As zadata 
parametarski sa x = t3 , y = t4 , z = t5 nije kompletan presek. Njen ideal /(Y) 
je prost u k[x, y, z] i ht(/(Y)) = 2, medjutim on se ne mole generisati sa dva 
elementa. Minimalan broj generatora za /(Y) zapravo je jednak 3; /(Y) = 
(x2 y — z 2 , xz — y2 , x3 
— yz). Retenje ovog i slicnih pitanja vezanih za kompletne 
preseke mole se naei u [18]. Razmatra se naime nefto opStiji problem, u klasi 
prostornih afinih krivih datih parametarski: 
	
x = en , y = 
	 z. tp gde je nzd(tn,n,p) = 1 , 
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eksplicitno se odredjuju kompletni preseci. 
Iz prethodnog se jasno vidi kakve posledice faktorijalnost prstena ima u 
algebarskoj geometriji. Medjutim maga je i obratan proces: geometrijskim 
metodama mole se dokazati faktorijalnost nekih prstena. Za lokalan prsten A 
Icaiemo da je kompletan presek ako je A RII, gde je R regularan lokalan 
prsten i / ideal generisan regularnim R-nizom. Ako je A P UFD za sve proste 
ideale p u A takve da je ht(p) < 3, onda je i A UFD. Ovu teoremu dokazao je 
Grothendieck koristeei teoriju shema u algebarskoj geometriji, dok eisto alge-
barski dokaz nije poznat. Primenom ovog tvrdjenja mole se dobiti sledeoi rezul-
tat (Lefshetz): Neka je Y C P" nesingularna afina ireducibilna mnogostrukost 
takva da je dim(Y) > 3. Ako se ideal /(Y) mole generisati sa codirn(Y) gener-
atora (kompletan presek), onda je A(Y) UFD. 
Od ostalih rezultata iz ove oblasti najzanimljivija je teorema Brieskorna. Ka-
risteei istu tehniku kao i Grothendieck, Brieskorn je 1967. dokazao da medju 
kompletnim lokalnim prstenima dimenzije 2 nad algebarski zatvorenim poljem k 
ima svega dva faktorijalna: regularni prsten formalnih redova Y]] i prsten 
k[[X,Y,4]1(X 2 +1/1 + Z5 ). 
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Glava 7 
Faktorizacija u 
nekomutativnim prstenima 
Polazeoi od uobieajene definicije komutativnog faktorijalnog domena, istican-
jem osobina Al i A2, atomienosti i jednoznaenosti, videli smo da se komuta-
tivan UFD mole definisati i na druge naeine, pronalalenjem ekviva1enata ovih 
uslova ill u terminima njegove grupe valuacija, odnosno grupe divizor klasa. Ako 
pokulamo da neke od ovih definicija prenesemo na nekomutativne prstene dolaz-
imo do raznih problema. Najpre, sam uslov A2 implicitno podrazumeva komu-
tativnost jer elementi faktorizacije upip2 mogu medjusobno da menjaju 
mesta. Takodje sam pojam deljivosti ovde podrazumeva levu ill desnu deljivost, 
pa se iz tog razloga ni definicija prostog elementa ne mole preneti na nekomu-
tativan slueaj bez odredjenih izmena. Ovo vee ukazuje da je u nekomutativnim 
domenima faktorizacija dosta komplikovaniji pojam, pa i samo njeno definisanje 
iziskuje drugi pristup. Osnovni zahtev pri definisanju nekomutativnog UFD-a 
sastoji se u tome da dobijemo izvesnu generalizaciju komutativnih UFD dom-
ena, tj. da se restrikcijom na komutativan slueaj dobiju komutativni faktorijalni 
domeni. 
7.1 Definicija nekomutativnog UFD-a 
U skladu sa uvodnim napomenama, postoji nekoliko naeina za definisanje fak-
torizacije u nekomutativnom domenu: metod OF monoida, metod mreia i metod 
stroge faktorizacije l . Da bi razmotrili svaki od ovih metoda potrebno je najpre 
uvesti neke osnovne pojmove u teoriji nekomutativnih prstena. Uvodimo zato 
sledeee oznake i definicije; prsten R Wee nekomutativan bez delitelja nule, dakle 
domen, i Rx svi njegovi nenulti elementi. Element is E R je invertibilan ako 
postoji n-1 E R t.d. uu-1 = u lu = 1; grupu svih invertibilnih elemenata 
oznaeavamo sa U(R). Element a je ireducibilan ili atom ako nije invertibilan i 
1 Restrikcija ovog metoda na komutativne prstene ne daje sve UFD domene, vee samo DVR 
prstene. 
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nije proizvod neinvertibilnih. Elementi a, b E R su desno (levo) asocirani, ako 
je a = bu (a = ub), za neko u E R; ako je a = ubv, gde su u, v E U(R), katemo 
da su elementi a i b asocirani; posebno, ako je v = n -1 elementi a i b su kon-
jugovani. Za faktorizaciju a l ai ... Icatemo da je prava ako su svi faktori 
neinvertibilni, odnosno da je kampletna ako su svi faktori atomi. Ako postoje 
a', b' E R takvi da je: 
	
ab' = ba' 0 0 
	
(i ) 
Icatemo da su a i b desno proporcionalni. Relacije tipa (i) imaju bitnu ulogu u 
nekomutativnim prstenima jer na neki natin odredjuju uslovnu komutativnost 
ovih elemenata. Ako je aR + bR = R elementi a i b su demo komaksimalni. S 
druge strane, ako su jedini zajednieki desni faktori za a i b invertibilni, onda 
su a i b desno koprosti elementi. Analogne definicije vale za levu stranu. Za 
relaciju 
ab' = ba' 
Icatemo da je komaksirnalna ako je aR+bR = R i Ra' +Rb' = R, odnosno da je 
koprosta ako su a, b levo koprosti i a', b' desno koprosti. Iz definicije neposredno 
sledi da je svaki komaksimalan odnos ujedno i koprost. Za faktorizaciju su 
posebno vaini moduli tipa R/aR; za elemente a i b domena R kaiemo da su 
desno shdni, ako 
	
RlaRra R/bR, 	 - (ii) 
kao desni R-moduli. Mote se pokazati da je ova definicija levo-desno simetridna, 
odnosno da iz (ii) sledi RIRacat RIRb i obratno, pa levo (desno) sliene elemente 
zovemo prosto slienim. Uslovi kidanja lanaca ACC i ACC1 definitu se isto kao 
u komutativnom slueaju, s tim tto se posmatraju lanci desnih, odnosno levih 
ideala i u skladu s tim definite se levi ill desni Neterin domen. Lokalizacija u 
nekomutativnim domenima moguea je samo kada skup po kome lokalizujemo 
zadovoljava Ore-ov uslov; podmonoid T monoida S je desni Ore-ov skup ako 
vati uslov sT fl tS 00, za sve sES,tE T. Posebno, u slueaju da je: 
aRn bR 0 za sve a,b E R x 	 (iii) 
Icatemo da je R desni Ore-ov domen. Lako se pokazuje da svaki desni Neterin 
domen zadovoljava uslov (iii), t.j. da je svaki desni Neterin domen i desni Ore-
ov. 
Metod UF-monoida. Ovaj metod sastoji se u prostoj reinterpretaciji rezul-
tata iz komutativne algebre njihovim uopttenjem na nekomutativan slueaj. Da 
bi se to postiglo osnovne pojmove bitne za faktorizaciju, pre svega pojam 
deljivosti, treba prilagoditi nekomutativnim domenima dajuoi im netto general-
niju formu. U Glavi 3 vee je reeeno da je komutativan monoid sa kradenjem S, 
UF-monoid akko je njegov asocirani konieni monoid S/U slobodan komutativan 
kao i da je komutativan domen UFD akko njegovi nenulti elementi formiraju 
UF-monoid u odnosu na mnotienje. Ovaj rezultat ne mote se medjutim protiriti 
na nekomutativne domene bez odredjenih izmena. Definitemo zato invarijantan 
element nekomutativnog monoida S, kao element a E S koji zadovoljava uslov: 
aS = Sa 	 (iv) 
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Monoid S je invarijantan ako su svi njegovi elementi invarijantni 2 . Ako su 
sada a i b elementi invarijantnog monoida S i ako b I a sleva, tj. a= bc za 
neko c E S, onda je prema uslovu (iv) bc za neko et E S pa b I a 
zdesna. Na taj nadin pojmovi leve i desne deljivosti u invarijantnom monoidu su 
ekvivalentni, uredjenja monoida u odnosu na levu i desnu deljivost se poklapaju, 
pa motemo postupiti isto kao u komutativnom slueaju i definisati prost element 
p invarijantnog monoida S kao element koji zadovoljava uslov: 
	
plab#.plaV 	 (v) 
Iz uslova (iv) takodje sledi da se u invarijantnom monoidu levi i desni uslovi 
kidanja lanaca glavnih ideala poklapaju, pa govorimo prosto o uslovu ACC1 kao 
i u komutativnim monoidima. Posebno je svaki invarijantan monoid u kome vati 
uslov ACC1 i atomiean, 'tto ee slediti iz naredne leme. 
Lema 7.1.1. Svaki dornen u kome vat: levi i desni uslov ACC1 je atorniertn. 
Dokaz. Neka je a E Rx neinvertibilan. To znaei da je aR R, pa prema desnom 
uslovu ACC,. postoji maksimalan desni ideal p1 R, gde je pj atom, talcav da je 
aR C p1 R R. Odavde je a = p1a1, za neko a1 E R, tto posebno znaei da je i 
a E Rat . Ako a1 nije invertibilan ovaj postupak mote se ponoviti, pa dobijamo 
a1 = pzaz , za neko a2 E R i jog je a1 E Ra2 i P2 je atom. Jasno je da se na ovaj 
natin dobija strogo rastuoi lanac Ra C Rai C Ra2 C ..., levih glavnih ideala, 
koji se prema levom ACC1 uslovu prekida, pa je svaki neinvertibilan element u 
R proizvod atoma tj. R je atomiean. q 
Osim prostih elemenata i uslova ACC' u invarijantnom monoidu mote se za 
par elemenata a, b E S na isti naein kao i u komutativnim monoidima definisati 
nzd[a, nzs[a, tto za posledicu daje poznatu teremu o komutativnim UFD 
domenima. 
Teorema 7.1.2. U invarijantnom monoidu sa kradenjem S slededi uslovi 811 
ekvivalentni: 
(1) S je UF-monoid. 
(2) S zadovoljava uslov ACCT i svaka dva elementa imaju nzd. 
(3) S zadovoljava uslov ACCT i svaka dva elementa imaju nzs. 
(4) S zadovoljava uslov ACC1 i presek glavnih ideala je glavni ideal. 
(5) S je atorniaan i svaki atom je prost. 
Sa malim modifikacijama dokaz ove teoreme izvodi se isto kao i u komuta-
tivnom slueaju i mote se nadi u [8]. Mote se redi da je primena ove teoreme 
na nekomutativan domen R ipak ogranieena samo na one domene kod kojih 
je Rx invarijantan monoid sa kraeenjem. Zbog toga se uvodi opttiji pojam 
invarijantnog elementa domena R, kao elementa a E R koji zadovoljava uslov: 
	
aR = Ra 	 (vi) 
2 U komutativnom slutaju ova definicija gubi smisao, jer su svi komutativni monoidi 
oeigledno invarijantni. 
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Skup svih invarijantnih elemenata domena R, u oznaci I(R), uvek je invari-
jantan monoid sa kraeenjem, pa se prethodna teorema uz male korekcije mole 
primeniti na I(R). Pre svega, ako prost element domena R definigemo kao invar-
ijantan neinvertibilan element koji zadovoljava uslov (v), onda je skup prostih 
elemenata P(R) C I(R). Proste elemente monoida I(R) zovemo I-prostim dok 
atome u I(R) zovemo 1-atomima. Prema definiciji svaki prost (atom) je i I-
prost (I-atom), dok obratno ne mora da vaZi. Ako je I(R) UF-monoid IcaZemo 
da je R domen sa jednoznaenom faktorizacijom invarijantnih elemenata. Prema 
prethodnoj teoremi to ee vagiti akko R zadovoljava uslov ACC na invarijantnim 
glavnim idealima i svaka dva invarijantna elementa imaju nzd (nzs) u I(R), 
odnosno akko je I(R) atomiean i svaki I-atom je I-prost. Svaki atomiean 2-fir 
zadovoljava ove uslove ([8]), pa je u ovim prstenima faktorizacija invarijantnih 
elemenata jednoznaena. 
Jog jedna bitna osobina ovog pristupa ogleda se u moguanosti lokalizacije. Naime, 
proizvoljan podmonoid T invarijantnog monoida sa kraeenjem S je desni Ore-ov 
skup, pa postoji i odgovarajuoa lokalizacija ST. Uz male izmene motemo sada 
dobiti Nagatinu teoremu za nekomutativne domene. 
Teorema 7.1.3. Neka je S invarijantan atomiean monoid sa kradenjem i T 
njegov podmonoid generisan prostim elementima koji sadrii sve jedinice iz S. 
Ako je ST UF-monoid onda je to i S. - • 
Ako sada za monoid S uzmemo I(R) i proste elemente zamenimo I-prostim, 
dobija se odgovarajuea teorema za nekomutativne domene, dok se u slueaju ko-
mutativnog domena R dobija Nagatina teorema 2 3 1 
Metod mreie. Definisanje pojma jednoznatne faktorizacije u nekomutativnom 
domenu R pomoou UF-monoida ima bitni nedostatak. Ovim pristupom mote 
se naime utvrditi samo faktorijalnost invarijantnih elemenata iz I(R), dok se 
nigta ne mole reel za njegove ostale elemente. U tom smislu metod mrega daje 
opgtiju definiciju. Neka je sada R nekomutativan domen i c, d E Rx sa nekim 
faktorizacijama: 
c = aia2 ... 	 (1) 
d = th.b2 • • • bv 
	
(2) 
Faktorizaciji (1) mogemo pridruiiti niz glavnih desnih 
R D aiR 	 a2R D • • • D aia2 	 cR, 
i odgovarajuai niz faktormodula: 
R/ai R, RIa 2 RE:' a Rjai a2R , . . . , Nandi 
Naravno, isto vaZi i za faktorizaciju (2) sa odgovarajueim nizom faktormodula: 
, RIbult• Za faktorizacije (1) i (2) kagemo da su izomorfne 
ako je m = n i postoji permutacija i 
	 skupa {1,2, 	 , 	 talc() da je 
/i/adi 	 tj. ako je 	 Oeigledno je da za ovako definisan 
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izomorfizam faktorizacija nema posebnog znaeaja da li posmatramo desne fak-
tore R/aiR ili leve R/Rai, drugim reeima definicija je levo-desno simetriena, i 
ova einjenica zove se dualnost faktorizacije. Sada moiemo dati opbtu definiciju 
nekomutativnog UFD domena. 
Definicija 7.1.4. Nekomutativan domen R je UFD ako je atornitan i svaka 
dva kompletna razlaganja elementa iz Rx su izomorfna. 
Restrikcija ove definicije na komutativan slueaj daje poznatu definiciju komuta-
tivnog UFD domena. Zaista, ako je domen R komutativan onda se pri izomor-
fizmu R/aR = R/bR element b + aR slika u nulu, pa b + aR = aR tj. b E aR. 
Odavde je bR C aR i iz simetrije aR C bR, pa mora biti aR = bR, bto znati 
da su elementi a i b asocirani. Obratno, ako je aR = bR, onda je oeigledno 
i R/aR R/bR. To posebno znati da se pojam slienosti u komutativnom 
slueaju svodi na asociranost i definicija 7.1.4 se svodi na polaznu definiciju ko-
mutativnog UFD-a, atomienog domena u kome je faktorizacija jednoznaena do 
na redosled faktora i mnolenje invertibilnim elementima. Slienost u nekomuta-
tivnom slueaju je medjutim dosta komplikovaniji pojam, pa je po2eljno imati 
bto vibe kriterijuma za proveru. Neki od tih kriterijuma dati su sledeoom lemom 
eiji se dokaz mote naei u [8]. 
Lema 7.1.5. Za elemente a, a' domena R slededi uslovi su ekvivalentni: , 
(a) a 	 a' 
(b) Postoje b, c' E R takvi da aR + bR = R, aRn bR = ba'R i 1+ 
	 E a'R. 
(c) Postoji b E R takav da je aR + bR = R i a'R = {x E R I bx E aR}. 
(d) Postoje matrice p , v E M2(R) takve da je: 
( a 
P = 	 * 
b 
*)' ) 
_ (* 
v — 
* 
* 
a' ) ' "v = 
1 
* 
0* ) 
' v" = 
* 
0 
* 
1 
(e) Postoje medjusobno inverzne rnatrice it, µ 1 E M2(R) oblika 
p = (a* 
Pored prednosti, definicija 7.1.4 ima i svoje nedostatke. Ako su p i q proizvoljni 
atomi nekomutativnog UFD-a koji medjusobno ne komutiraju, faktorizacije 
a = pq i b = qp su oeigledno jednoznaene u smislu ove definicije, dok su el-
ementi a i b potpuno razlieiti. Jednoznadna faktorizacija mote se medjutim i 
stro2e definisati uvodjenjem pojma strogog domena. 
Metod stroge faktorizacije. Element c domena R je strog ako: 
c = abi = 	 aR C bR V bR C aR 	 (vii) 
Domen R je strog ako je svaki element c E Rx strog, drugim reeima, ako je 
mreta L(cR, R) lanac. Posebno, ako je R komutativan domen, iz uslova (vii) 
vidimo da je R valuacioni, pa su strogi komutativni domeni upravo valuacioni 
domeni. 
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Definicija 7.1.6. Nekomu at van prsten R je strogi UFD ako je atomrean strog 
domen. 
Mole se pokazati da za ovako definisan strogi UFD R postoji jedinstven atom 
p E R talcav da je svaki desni (levi) ideal u R dvostrani, oblika Rpn = pn R. 
Medjutim komutativan valuacioni domen je UFD akko je DVR, pa definicija 
7.1.6 ne ukljueuje sve komutativne UFD domene ve6 samo diskretne valuacione 
prstene. U torn smislu, definicija 7.1.4 je bolja, pa dalje pod nekomutativnim 
UFD domenom podrazumevamo domen R definisan sa 7.1.4. 
7.2 Faktorizacija u prstenima slobodnih ideala 
Pri razmatranju razliCitih pitanja vezanih za faktorizaciju u nekomutativnim 
prstenima od posebnog interesa su prsteni u kojima su svi ideali, posmatrani 
kao R-moduli, slobodni jedinstvenog ranga. Takav prsten zovemo fir-om. Ovi 
prsteni predstavljaju generalizaciju glavnoidealskih domena, naime komutativan 
domen R je glavnoidealski akko je svaki ideal u R slobodan kao R-modul (ako 
bi postojao ideal I u R sa bazom od dva razlieita elementa a, b E R onda je 
iz komutativnosti ab — ba = 0 netrivijalna relacija, sto je u kontradikciji sa 
pretpostavkom da je (a, b) baza modula I). Ako su svi desni (levi) ideali u R 
slobodni, jedinstvenog ranga, prsten R je desni (levi) fir. Ako su svi desni trey° 
ideali sa najviae n generatora u R slobodni, jedinstvenog ranga, prsten R je desni 
(levi) n-fir. Ako su svi konaeno generisani ideali u R slobodni, jedinstvenog 
ranga, tj. ako je R n-fir za svako n, prsten R je semifir. Iz definicije neposredno 
sledi da je n-fir i rn-fir za svako 7n < n, kao i da je 1-fir prsten bez delitelja nule, 
tj. domen. Klasa 2-firova posebno je valna za pitanja faktorijalnosti, Ica() i za 
druga bitna pitanja; izmedju ostalog, u komutativnom slueaju ova klasa sadrii 
sve semifirove. Postoji vise  ekvivalentnih uslova kojima se mole definisati desni 
n-fir ([8],teorema 1 1), od kojih se sledeaa dva eesto koriste: 
(a) R je desni n-fir akko za svaki desni ideal u R generisan sa rn < n linearno 
zavisnih elemenata postoji familija od lc < m generatora. 
((3) R je desni n-fir akko za svaki homomorfizam co : Rs' -4 F, gde je F slobodni 
desni R-modul i m < n, postoji ceo broj r < 7n i izomorfizmi p, v takvi da 
dijagram (1) komutira: 
Ker W  —4 Rs' 
(1) 
lir 	 Rs 	 Rs 
gde je r+s =7ni preslikavanja i, n , pi su redom prirodna inkluzija, projekcija 
i restrikcija izomorfizma p. 
Lema 7.2.1 (Rang formula u n -firu). Neka je R n -fir i A,B podmoduli 
slobodnog R-modula takvi da se A ED B mole generisati sa n elemenata. Tada 
se Wean nix 
0 —r AnB 	 (2) 
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cepa, svi moduli u (2) su slobodni, jedinstvenog Tanga i vaii formula 
p(A + B)+ p(A n B) = p(A) + p(B) 	 (3) 
Dokaz. Neposredna posledica uslova (a), jer preslikavanje (a, b) 1—> a — b definik 
homomorfizam A ED B a A B, sa jezgrom A n B. q 
Primena uslova (a), (0) ma 2-firove. Ako su a i b linearno zavisni elementi, 
al?' = 0, tj. a/i n bR # 0, onda je prema uslovu (a) ideal aR+bR generisan 
jednim elementom. Dakle: 
aR n 	 0 aR + bR = dR , za neko d E R 	 (4) 
Odavde, mo -Zemo dati novu karakterizaciju 2-fira: 
Teorema 7.2.2. R je 2-fir akko je dawn tt korne je suma glavnih desnih ideala 
koji imaju nenulti presek takodje glavni desni ideals. q 
Neka je sada R 2-fir i aR, bR glavni desni ideali takvi da je aR n bR # 0. 
Ako prethodnu lemu primenimo na niz: 
0 	 aR n bR 	 aR bR aR + bR —+ 0 , 
dobijamo da su aR n bR i aR+ bR slobodni desni ideali i prema jednakosti (3) 
je p(aR n bR)+ p(aR + bR) = 2, pa je p(aRnbR) = p(aR + bR) = 1, tj. oni su 
glavni. 
Posledica 7.2.3. Presek glavnih desnih ideala tt 2-fire je glavni desni ideal. q 
Ako je sada R 2-fir, c 0 proizvoljan element i L(cR, R) skup svih glavnih 
desnih ideala u R koji sadr2e c, onda aR, bR E L(cR, R) imaju nenulti presek, 
i on je glavni ideal, prema 7 2 3 Zadovoljen je i uslov (4) pa je i njihov zbir 
dakle glavni ideal, SI posebno znati da je L(cR, R) podmre2a mreie svih desnih 
ideala LatR(RR) i kao takva je modularna tj. za xR ,yR , zR E L(cR, R) vaii: 
xR C zR = xR+ (yRnzR) = (xR + yR) n zR , 	 (5 ) 
*Sto zajedno sa prethodniom rezultatima za posledicu daje sledeeu karakteri-
zaciju 2-firova; 
Teorema 7.2.4. Za domen R slededa tvrdjenja su ekvivalentna: 
(1) R je 2-fir. 
(2) Za a, b E 	 aR n bR = rnR, za neko m E R, dok je aR + bR glavni 
akko je 0 0. 
(3) Za c E 	 L(cR,R) je podinreta mreie svih desnih ideala LatR(RR). 
(4) Zbir dva glavna desna ideala sa nenultim presekom je glavni desni ideal. q 
3 Uslov (4) moie se iskazati i u levoj formi (4'). Ran Rb 0 0 Ha+ Rb = Rd. To posebno 
snail da se ova teorema moie formulisati I u terminima levih ideala. Odavde je pojam 2-fira 
levo-desno simetrifan i mada je njegova definicija data pomoeu desnih ideala, govorimo prosto 
0 2-fires 
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Ako se u uslovu (2) prethodne teoreme ispusti uslov m 0, dobija se klasa 
desnih Bezuovih domena; to su domeni u kojima svaka dva elementa generiSu 
glavni desni ideal ili ekvivalentno, domeni u kojima je svaki konaeno generisan 
desni ideal glavni. Upravo zbog toga za 2-fir se nekad koristi i termin slabi 
Bezuov domen. Analogno se definiSe i levi Bezuov domen uz napomenu da 
simetrija ne vaii, tj. mine se naoi primer levog Bezuovog domena koji nije i 
desni. Levi i desni Bezuov domen zovemo prosto Bezuovim domenom; veza 
Bezuovih i slabih Bezuovih domena data je tvrdjenjem ([8D: R je desni Bezuov 
domen akko R je 2-fir i desni Oreov domen. 
Komaksimalna relacija 
ab' = ba' 
uvek je koprosta, dok u 2-firu vaii i obratno. Ako je ab' = ba' 	 0 koprosta 
relacija onda iz aR fl bR 	 0 sledi da su i sume aR + bR, Ra' + Rb' neki 
glavni ideali dR, Rd'. Kako su a, b levo, odnosno a' ,b' desno koprosti, mora biti 
aR + bR = R i Ra' + Rb' = R, pa je relacija ab' = ba' komaksimalna. Ovim je 
dokazana sledeoa lema. 
Lema 7.2.5. Relacija ab' = ba' u 2-fire je koprosta akko je komaksimalna. q 
Kombinujuoi ovaj rezultat sa kriterijumom slienosti 7.1.5, dobijamo kao posledicu 
sledeei kriterijum slienosti u 2-firu. 
Posledica 7.2.6. Elementi a, a' 2-fira R su slicni akko postoji koprosta relacija 
ab' = ba' za neke b, b' E R. q 
Jednoznaena faktorizacija u 2-firu u suStini se svodi na proueavanje osobina 
mreie glavnih ideala L(cR, R) pa zato koristimo sledeoe dve klasiene teoreme iz 
teorije mreZa; 
Teorema 7.2.7 (Schreier). U modularnoj mreii svaka dva konaana lancet sa 
istim krajevima imaju izomorfna profinjenja. q 
Teorema 7.2.8 (Jordan — Holder). U rnodularttoj mreii konaane duiine svaki 
lanac mole se prof initi do maksimalnog lanca, i svaka dva maksimalna lanca su 
izomorfna. q 
Mre2a podmodula datog modula uvek je modularna pa se ovi rezultati mogu 
interpretirati na sledeoi natin; neka su dati konaeni lanci 
Ai C A2 C • • • C Ak C M 
: 	 C B2 C • • C .131 C M 
podmodula modula M. Lanac zovemo profinjenjem lanca G a C podlancem 
lanca ako G dobijamo iz izbacivanjem nekih od podmodula B1. Lanci 
i 	 su izomorfni ako je lc = 1 i postoji pesmutacija d skupa indeksa takva da 
je 	 2d- 136(2)+1/B5(0 ,i = 1, . , k — 1. Faktormoduli A;+1 /Ai su faktori 
lanca G. Ako su svi faktori Ai.t.i /Ai prosti moduli, Sto je ekvivalentno sa uslovom 
da je maksimalan podmodul u 
	 onda je lanac G kompozicioni red modula 
107 
V
ir
tu
al
 L
ib
ra
ry
 o
f F
ac
ul
ty
 o
f M
at
he
m
at
ic
s -
 U
ni
ve
rs
ity
 o
f B
el
gr
ad
e
el
ib
ra
ry
.m
at
f.b
g.
ac
.rs
M. Modul je konatne duline ako ima kompozicioni red. Teorema 7.2.7 kale da 
lanci G i imaju izomorfna profinjenja, dok teorema 7.2.8 kale da se svaki lanac 
mole profiniti do kompozicionog reda i da su svaka dva kompoziciona reda 
modula izomorfna. Definicija 7.1.4 je prema tome sledeta interpretacija Zordan-
Helderove teoreme i ujedno daje zgodan kriterijum za proveru faktorijalnosti 
prstena. 
Teorema 7.2.9. Dornen R je UFD ako za svako c E Rx skup L(cR,R) svih 
glavnih desnih ideala u R koji sadrie c predstavlja modularnu nareiu konaene 
duitne. q 
Uslove ove teoreme ispunjava svaki glavnoidealski domen4 . Najpre, ako je 
c E R", onda je L(cR, R) otigledno jedna modularna mreia, jer su za aR D cR 
i bR J cR ideali aR n bR i aR + bR glavni. Konatnost ove mretie posledica je 
principa dualnosti u teoriji mrela; ako je LV, sup, inf) mrela onda je dualno i 
L(>, inf, sup) takodje mrela pa se svaka teorema u mretii mole dualizovati. 
slutaju glavnoidealskog domena R desni uslov ACC vaii jer je svaki desni ideal 
konatno generisan. S druge strane, kako vaii i levi uslov ACC, dualno vaii desni 
DCC uslov, tj. posmatrana mrela je konatne duline. Ova razmatranja moiemo 
formulisati u obliku sledete teoreme. 
Teorema 7.2.10. Glavnoidealski domen je UFD. q 
Sada se molemo vratiti na definiciju nekomutativnog UFD-a 7.1.4 u slutaju 
atomitnog 2-fira R. Neka je c E R" proizvoljan element. Prema 7.2.4, skup 
L(cR, R) svih glavnih desnih ideala koji sadrie c je modularna mre'la. Ova 
mrela je, uz pretpostavku atomitnosti, i konatne dutine, pa se na nju mole 
primeniti teorema 7.2.8. Svakom atomitnom razlaganju odgovara maksimalan 
lanac, a svaka dva maksimalna lanca su prema ovoj teoremi izomorfna, &to znati 
da su i proizvoljna dva atomiena razlaganja elementa c izomorfna, odnosno R 
je UFD u smislu definicije 7.1.4. Ovim je dokazana sledeta teorema. 
Teorema 7.2.11. Atanziean 2-fir je UFD5 . q 
Firovi u opftem slutaju nisu Neterini domeni all imaju slienu osobinu; uslovi 
kidanja lanaca u Ro-firu vale na n-generisanim idealima ([8]). Koristeti ovu 
osobinu i lemu 7.1.1, dobija se da je svaki Ro-fir (levi i desni) atomitan. Kako 
je svaki fir oeigledno i 2 -fir, teorema 7.2.11 daje sledeau posledicu; 
Posledica 7.2.12. Svaki levi i desni fir je UFD. q 
U komutativnom slutaju atomitan 2-fir je glavnoidealski domen pa se teo-
rema 7.2.11 i posledica 7.2.12 svode na poznatu teoremu da su glavni komuta-
tivni domeni faktorijalni. Sto se tiee veze 2-firova i strogo faktorijalnih domena, 
ona je data sledeoom teoremom eiji se dokaz mole /mei u [8]. 
4 Domen u kome su svi levi i desni ideali glavni. 
5 Svaki glavnoidealski domen je atomiean 2-fir, pa je teorema 7.2.10 neposredna posledica 
ove teoreme. 
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Teorema 7.2.13. Prsten R je strogi UFD akko je atortztaan 2-fir i lokalan 
prsten. q 
Pri definisanju komutativnog faktorijalnog domena videli smo da se uslovi 
atomienosti i jednoznaenosti mogu odvojeno posmatrati i ti uslovi bili su oznateni 
sa Al i A2. Ako isto postupimo i u nekomutativnom slueaju, odnosno ako 
oslabimo uslov definicije 7.1.4, ispa8tajuei uslov atomienosti, dobijamo S'iru klasu 
prstena u kojima su svake dve atomiene faktorizacije nekog elementa izomorfne 
u smislu ove definicije. Za faktorizaciju 
c = ala2 
	 (1') 
kaiemo da je profinjenje faktorizacije 
c = bithz • • • bn 	 (2 ') 
ako se (1') moie dobiti iz (2') daljim razlaganjem elemenata bj . 
Definicija 7.2.14. Doman R u kome svake dye faktorizacije elementa c E Rx 
imaju izomorfna profinjenja zovemo Srajerovim ili krade S-prstenom. 
Ako je sada R UFD onda iz atomienosti svaki od faktora ai, b i faktorizacija 
(1') i (2') moiemo razlotiti u proizvod atoma. Da bi se dobile jednake duiine 
ovih faktorizacja moiemo ubaciti i potreban broj invertibilnih faktora, pa su 
profinjenja dobijena na ovaj natin su izomorfna, odnosno svaki UFD je S-prsten. 
Iz modularnosti mre2e L(cR, R) u 2-firu i Srajerove teoreme za modularne mre2e 
dobija se posebno da klasi S-prstena pripadaju i svi 2-firovi. 
Izmedju UFD domena i S-prstena postoji i medjuklasa takozvanih HCF-
prstena, kojima u komutativnom slueaju odgovaraju Gausovi domeni. U ter-
minima grupe valuacija G(R), tj. grupe P* glavnih razlomljenih ideala, komu-
tativan domen R je faktorijalan akko je G(R) slobodna abelova grupa, dok je 
R Gausov akko je uredjenje na P* mre2asto. Ovaj rezultat ne mo2e se medju-
tim progiriti na nekomutativan slutaj jer glavni desni ideali, parcijalno uredjeni 
inkluzijom, u opftem slueaju ovde ne obrazuju ni semigrupu. Zato se desni 
HCF-prsten definge na sledeei naein. 
Definicija 7.2.15. Doman R je desni HCF prsten ako skup svih glavnih desnih 
ideala u R forrnira modularnu mraiu u odnosu na inkluziju. 
Za ovako definisane prstene iz modularnosti otigledno vaii Srajerova teorema 
pa je svaki HCF-prsten i S-prsten. Iz svega retenog sledi da medju ovim 
klasama nekomutativnih prstena va2e sledeae implikacije: 
glavnoidealski #. fir atomiean 2-fir UFD HCF S 
	 (6) 
7.3 Primeri nekomutativnih UFD domena 
Prsteni kosih polinoma kao i slobodne asocijativne algebre pokazuju se kao do- 
bar izvor razlieitih primera vezanih za nekomutativne prstene. Ukratko demo 
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opisati konstrukciju ovih prstena. 
Prsten kosih polinoma RIx;a,6] nad domenom R predstavlja izvesnu gener-
alizaciju obienog prstena polinoma R[x] nad komutativnim prstenom, s tim sto 
ovde elementi prstena R ne komutiraju medjusobno, niti sa neodredjenom x. 
Neka je R domen, a:R -4 R injektivan endomorfizam prstena R i 6:11 R 
takozvana a-derivacija, preslikavanje sa osobinama: 
8(a + 6) = 6(a) + 5(6), 6(ab) = 6(a)a(b)+ as(b) 
	 (1) 
Proizvoljan element prstena R [ x; a, 5] je polinom f eiji koeficijente pAemo sa 
desne strane: 
f = czo + xai + • • + xnan , ai E R 	 (2) 
Pravilom 
ax = xa(a)+ 6(a) , a E R 	 (3) 
potpuno je odredjeno mnoeenje, jer je onda 
xma • eb = xm+l a(a)x"-l b+ 91 8(a)xn-l b 	 (4) 
Koristeei ovo pravilo i asocijativnost moeemo sada nab fg, za proizvoljne ele-
mente f , g oblika (2). Sada se polcazuje da je na ovaj nadin konstruisan jedan 
novi prsten R[x; a, 6] koji je potpuno odredjen prstenom R, endomorfizmom 
a i a-derivacijom 5 6 . Iz definicije neposredno sledi da je a(1) = 1, kao i da je 
8(1) = 0. Posebno, ako je 5 = 0 onda R[x; a, 0 ] Icraee oznaeavamo sa R [x; al i 
sa R[x] ako je a = 1, 6 = 0. U poslednjem slueaju, prema (3), dobija se obiean 
prsten polinoma nad nekomutativnim prstenom R. Ova definicija nije medjutim 
levo-desno simetriena jer se koeficijenti u (2) pikl sa dene strane Pokazuje se da 
je u slueaju automorfizma a , prsten R[x; a, i levi prsten kosih polinoma sa 
odgovarajueim levim komutirajueim pravilom (3). Slieno kao i u komutativnom 
slueaju, dokazuje se da je R [ x; a, al desni Neterin ako je Ft desni Neterin i 
a automorfizam. Promenama osnovnog prstena R i preslikavanja a,6 mogu 
se dobiti razni prsteni kosih polinoma, Sto ih tint pogodnim za konstruisanje 
razlieitih primera. Koristeoi einjenicu da je prsten kosih polinoma k [x; a, 6], 
nad proizvoljnim telom k glavnoidealski ([8]), pa dakle prema 7.2.10 i faktori-
jalan, mogu se dati neki primeri nekomutativnih UFD domena. Jedan od prvih 
primera nekomutativnih faktorijalnih domena je prsten linearnih diferencijalnih 
operatora. 
Primer 7.3.1 (Prsten linearnih diferencijalnih operatora). 
R=-k[D;1,1 ] 
gde je k = F(t) polje racionalnih funkcija nad poljem F i f y f' za f E k 
obiano diferenciranje f' = df /dt. 
6 Moie se krenuti i obratnim putem. Najpre se definige R[xict,e5] koristeai (3) a zatim se 
pokaie da a mora biti injektivan endomorfizam dole 6 mora biti a-derivacija. 
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Obitno diferenciranje je naravno i a-diferenciranje, gde je a = 1 identitet, 
jer prema pravilima diferenciranja 
(f 	 _ + 
	 , (fg)' _ f ig 
vaZe uslovi (1). Kosi polinomi 
fo + 	 + 132 .12 + • • + Dn fn 
gde su E F(t) racionalne funkcije, sa mnolenjem: 
fD = Df + 
	 (5) 
formiraju glavnoidealski, dakle UFD domen. Ilustrujmo faktorijalnost ovog 
prstena jednim zanimhivim primerom faktorizacije u njemu. Neka je 
a = D 2 — D —1 
t 
fiksiran element ovog prstena. On se oeigledno moie faktorisati kao: 
(i) 	 D — D --ti = DI  D — —lt 
Ako probamo da falctorigemo element a na neki drugi naein, 
D 2 — D—
t 
= (D — A(t))(D — B(t)) = D 2 — D(A(t) + B(t)) + A(t)B(t) — (t) 
dolazimo do jednakosti A(t) + B(t) = 11t , A(t)B(t) — AI (t) = 0. Odavde 
dobijamo da A(t) mora biti regenje Rikatijeve jednaeine A' + A 2 = A • (lit). 
Jedno partikularno regenje ove jednaeine je A(t) = 2/t, pa za B(t) = lit — A(t), 
odnosno B(t) = —lit dobijamo jog jednu netrivijalnu faktorizaciju elementa a: 
(tit) D 2 —D-1 = (D— —2 ) (D+ —1 ) 
Opgte reenje gornje diferencijalne jednaeine A' + A 2 = A• (lit) dato je formulom 
A(t) = 2/t+2/(2ct 3 —t), pa npr. za c = 1/2 dobijamo racionalnu funkciju A(t) r-
2t/(t 2 — 1) i odgovarajuou funkciju B(t) = —(t2 + 1)/t(t2 — 1). Faktorizacija 
elementa a sada ima oblik: 
2t 	 (D 	 2 +   ) (iii ) 
 D2 — D-1 = (D 
t 	 t 2 	 1 	 1- t(t 2 — 1) 
Ova razlaganja mogu se neposredno proveriti koristeoi pravila raeunanja u prstenu 
kosih polinoma. Naravno, faktorizacije (ii), (iii) izomorfne su u smislu 
definicije 7.1.4. • 
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Primer 7.3.2 (Prsten polinoma nad telom kvaterniona). 
R 	 gde je H = R [i, 	 telo realnih kvatemiona 
sa mnoienjern: i2 = j2 = -1 , ij = -ji = k 
Ovde se radi o obienim polinomima, dakle neodredjena t komutira sa koefi-
cijentima iz tela H. Kao prsten polinoma nad telom, R je glavnoidealski, dakle 
UFD. Za razliku od prstena polinoma nad poljem, gde polinom stepena n ima 
najvile n razlilitih nula, u ovom prstenu to ne va%i. Polinom t 2 + 1 E H[t] ovde 
ima bar 3 razlieite nule (i, j i k), tatnije, ima ih beskonalno mnogo. Ova pojava 
mole se objasniti na sledeoi naeln; 
Neka je F[t] prsten polinoma nad proizvoljnim telom F, f (t) = g(t)h(t) E F[t] 
icEF takav da je a = h(c) O. Tada je f(c) = g(accri )h(e). Posebno, ako je 
c koren polinoma f i nije koren polinoma h, onda je aca-1 koren polinoma g. 
Koreni polinoma f E F[t] stepena n leie u najvile n klasa konjugacije tela F. 
Ako je 
f (t) = (t - a i) • • • (t - an) 	 al ,..., an E F 
onda je svaki koren polinoma f konjugovan nekom ai . Dokazi ovih tvrdjenja 
mogu se nab u [8] ill u [20]. OPlirnije, to se mogu nab i rezultati o broju nula 
u datoj klasi konjugacije. 	
- • 
Ako iskoristimo einjenicu da je F[t] UFD, proizvoljan polinom f E F[t] stepena 
ima neku atomitku faktorizaciju: 
f = pip2 ...pk gde je k < n 
Ona je jednoznalna u smislu definicije 7.1.4, dakle svaki atomilan faktor poli- 
noma f slitan je nekom od atoma pi. Medjutim, prema [8] (tvrdjenje 0.7.5.) 
elementi t - a, t - b slieni su u F[t] akko su a, b konjugovani u F. S obzirom da 
j, k imaju beskonaeno mnogo konjugata u ovim je objalnjena egzistencija 
beskonathog broja nula polinoma t 2 + 1 u H, kao i prividna nesaglasnost sa 
faktorijalnolou u H[t]. V 
Primer 7.3.3 (Prsten kompleksno-kosih polinoma). 
R = C[x ; 
Ovde je C polje kompleksnih brojeva, b = 0 i a : C 	 C automorfizam 
polja C koji svakom elementu a E C pridruluje njegov konjugovani Elementi 
prstena C [ x ; -] su polinomi oblika 
ao + xal + x2 a2 + • • • + xuan cti E C , 
za koje vali jednakost 
	
ax= xa 
	
(6) 
Prsten C [x ; -] je prema prethodnom UFD. Jedan primer netrivijalne faktor, 
izacije u ovom prstenu je razlaganje polinoma x 2 - 1; 
x2 - 1 = (x - 1)(x + 1) 	 (7) 
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x 2 —1= (x + (1 + i4/2)(x — (1 — if)/2) 	 (8) 
Faktorizacije (7) i (8) izomorfne su u smislu definicije 7.1.4. Vail i op§tije, jer 
je prema (6), x 2 — 1 = (x + u)(x — za svaki komplesan broj te koji leii na 
jedinienoj krutlici, pa polinom x 2 —1 ima ovde beskonatno mnogo netrivijalnih 
izomorfnih faktorizacija. V 
Drugi vid generalizacije prstena polinoma dobija se konstrukcijom slobodnih 
asocijativnih algebri i one takodje predstavljaju bitnu klasu nekomutativnih 
prstena pogodnu za razne primere. Konstrukcija slobodne asocijativne algebre 
moie se ukratko opisati na sledeoi naein. Neka je X = {xi} neprazan skup, k 
komutativan prsten i X* slobodan monoid nad X, sa elementima oblika 
X I = Xi, x is . . . X i„ 	 (8) 
gde I = (ii, 	 , i ii ) prolazi svim konaenim nizovima indeksa, ukljueujuei i 
prazan skup, kada je po konvenciji xo = 1. Slobodne asocijativna algebra k(X) 
nad k je_ algebra monoida X. Njeni elementi jednoznaeno se predstavljaju u 
obliku 
f =Exrai , ai = 0 za skoro sve ai E k 	 (9) 
U slueaju jednoelanog skupa tj. za IXI = 1, dobija se obiean (komutati-
van) prsten polinoma, k(x) = k[x]. U ostalim slueajevima, za IXI > 1 slo-
bodna algebra k(X) je nekomutativna, jer je definrge nekomutativan monoid. 
Posebno vaian slueaj dobija se kada je k polje. Tada je skup svih invert-
ibilnih elemenata U(k(X)) = k U {0} i kardinalnost slobodnog generatorskog 
skupa X je invarijanta ove algebre, nezavisna od izbora skupa X, koju zovemo 
njenim rangorn. Za monom x1x2... x n E k(X) definige se njegova dulina sa 
/(x i x2 	 xn ) dg n. Za element f E k(X) oblika (9) defini§e se njegov stepen sa 
d(f) = max{ /(xj) I ai $ 0 } i red sa o(f) = min{ /(xr) al 	 }. Koristeai 
ove pojmove pokazuje se da slobodne algebre zadovoljavaju takozvani slabi al-
goritarn7  kao i da je zbog toga svaka slobodna asocijativna algebra nad poljem k 
dvostrani fir, pa i UFD prema 7.2.12. Dokaz ovog netrivijalnog rezultata moe 
se naei u [8]. 
Primer 7.3.4. 
k(xl,x2,•••:xn) 
je UFD, gde je k proizvoljno polje. Kao primer jedne netrivijalne faktorizacije 
u slueaju slobodne algebre k (x, y) imamo: 
xyx + x = x(yx +1) = (xy +1)x 	 (10) 
Ove faktorizacije izomorfne su u smislu 7.1.4 tj. xy +1 i yx +1 su slieni atomi. 
Njihova slienost neposredno sledi iz 7.2.6, jer je relacija 
(1 + xy)x = x(1 + yx) 
koprosta. Elementi 1 + xy, x koprosti su sleva ( (1 + xy)R + xR = R je ko-
maksimalna relacija sleva ). Shen° su i x, 1 + yx koprosti zdesna, odakle je 
1 + xy — 1 + yx. V 
7 Generalizacija Euklidovog algoritma u nekomutativnim prstenima. 
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